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INTÉGRALES PRINCIPALES 
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INTRODUCTION. 


Un certain type d’intégrales principales d’ordre quelconque a été 
étudié dans un travail antérieur (‘), où l’on établissait que les trois 
théorèmes fondamentaux de Fredholm sont valables pour certaines 
équations où figurent des intégrales principales simples ou doubles, 
pourvu que le paramètre À qui figure devant l'intégrale ne prenne 
pas de valeurs purement imaginaires dont la valeur absolue ne serait 
pas inférieure au minimum d'une certaine fonction positive. On verra 
ici (Chap. LIT) que ce résultat subsiste pour les équations analogues 
où figurent des intégrales d'ordre quelconque. 

a do ht ee dé EE EE 


(1) Equations à intégrales principales, étude suivie d'une application (Ann. scient. 
Ec. Norm. sup., t. 51, 1934, P. 251 à 372). Dans les citations, cet article sera désigné 
par la lettre vz. 
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Dans le premier article, le résultat avait été appliqué à la solution 
d’un problème relatif aux équations aux dérivées partielles, du type 
elliptique, à deux et à trois variables. Cette solution est étendue 
ici (Chap. IV) aux problèmes analogues, relatifs à tout nombre de 
variables. On indique aussi quelques généralisations, qui permettent 
notamment de traiter certains problèmes mixtes, déjà mentionnés 
dans un autre article. Dans un autre travail sera développée une 
généralisation plus étendue, qui concerne aussi d’autres sortes de 
problèmes ('). | 

Le Chapitre I complète (§ 9 et § 10) un résultat antérieur, qui est 
fondamental pour notre objet. La méthode suivie pour ce complément 
m'a été inspirée par un Mémoire publié en 1927 par M. Francesco 
Tricomi (*), et dont j'ai eu connaissance, grace à MM. Jacques Hada- 
mard et Ernest Vessiot, pendant l'impression du travail qui a précédé 
celui-ci. On pourra comparer le lemme dont se sert M. F. Tricomi (*), 
avec celui qui est démontré plus loin (Chap. I, § 5), et qui permet des 
raisonnements analogues. 

Le Chapitre II résout, pour les fonctions harmoniques de m 
variables (m2 3), un problème que M. Georges Bouligand avait d’abord 
traité dans le cas de ‘trois variables (*). Cette solution m'avait été 
annoncée par lettre, et les sagaces commentaires de son auteur m’ont 
fait découvrir le moyen ici employé pour édifier la théorie des équa- 
tions à intégrales principales d’ordre quelconque. Cette méthode est 
plus brève que celle qui m'avait d'abord conduit au but; en outre elle 
permet d'exprimer à l’aide des fonctions élémentaires l’importante 
fonction nommée ici &(?) (Chap. II, § 7), au lieu que ma première 


—_—_--—r— 


(1) Sur une nouvelle généralisation des questions relatives aux équations du type 
elliptique (C. R. Acad, Sc., t. 198, 1934, p. 885 à 887). 

(*) Francesco Tricomi, Lquasioni integrali contenenti il valor principale di un inte- 
grale doppio (Mathematische Zeitschrift, t. 27, 1927, p. 87 à 133). 

(*) F. Tricomi, op. cit., paragraphe 2, formule (32) et explications qui la suivent. 
M. Tricomi n'avait pas énoncé le résultat correspondant au Chapitre I, paragraphe 7 du 
présent travail, mais ses raisonnements supposent ce résultat, qui pourrait s’obtenir à 
l’aide de la formule citée, dans le cas de deux variables. 

(*) Georges BouLiGanD, GEORGES Grraub et Paut DELENS, Le problème de la dérivée 
oblique en théorie du potentiel (1 vol. de 58 pages, Paris, 1935). Cet ouvrage expose, 
dans sa première partie, le raisonnement et les idées de M. G. Bouligand. 
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méthode donnait w(+) sous forme de série; c’est seulement pour les 
intégrales doubles et quadruples que j'avais d'abord exprimé la 
somme de ces séries à l’aide des fonctions élémentaires ('). 

Les notations employées ici sont, pour la plupart, celles du premier 
article, dont celui-ci suppose connus les Chapitres I, III et IV. 


CHAPITRE I. 


INTÉGRALES SUPERPOSÉES. 


1. Intégrale principale d'une fonction positivement homogène. — 
Soit G(x,, 2, ..., æ,) ou, par abréviation, G(X) une fonction posi- 
tivement homogène et d'ordre — m, c’est-à-dire qu’on a 


Uni Sr, RAS ne OD 


quand test positif, le point (æ,,æ,, ...,æ,) ou X n'étant pas en O. 

Supposons que cette fonction est sommable sur une hypersphère 
(variété à m— 1 dimensions) dont le centre est O et dont le rayon est 
un. Elle est alors sommable sur toute hypersphère concentrique, ainsi 
que dans toute région bornée fermée qui ne contient pas O. 

Soient @ et & deux ensembles ouverts bornés, qui tous deux con- 
tiennent O. Soit 6, le transformé de & par une homothétie de centre O 
et de rapport n>o; si n est assez petit, &, appartient à ©. 
Soit D, = @ — 6, (partie du premier ensemble, qui n’est pas dans le 
second). Par définition, MN de G dans @ est 

EN lim fé (dV — élément de champ), 
® n>0 
pourvu que la limite existe. Cette limite dépend du choix de 6, qui 
doit toujours être indiqué. Les ensembles &, se nomment les ensembles 
d'exclusion. 

Si la limite existe pour un choix de &, elle existe pour tout autre 

choix. En effet soit S* un autre ensemble Gerke ouvert qui contient O, 


(1) Equations à intégrales principales (Société math. France, Comptes rendus des 
séances de l’année 1933, p. 45 à 51). Une première rédaction du re ésent article expo- 


sait ma premiére méthode. 
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et soient &* et @} les ensembles analogues à 6, et à ®,. Si n est assez 
petit pour que 6, et &; appartiennent tous deux à ®, il est visible que 
les ensembles ©, — ; se déduisent les uns des autres par des homo- 
théties de centre O; on peut en dire autant pour les ensembles 
D; — @,. On en déduit que 


ne dépend pas de n, dès que 7% est assez petit. L'existence d’une 
limite pour un terme entraine donc que l’autre terme a aussi une 
limite. C. Q. F. D. 


2. Condition pour que l'intégrale principale existe. — En particulier 
prenons pour & une hypersphère (domaine à m dimensions) de 
centre O et de rayon un. Désignons par r la distance de X à O, et 
prenons æ,—=rê, (a—1, 2, ..., m). L'intégrale étendue à la 
région n <<r<R, où ñ et R sont deux constantes positives données, 
est 


R (m—1) R (m—1) 
f ahaa À G(ré,, ior Tem) oh at Ve Jes x f G(E:, eeey Em) das, 
n 


dS étant l’élément de l’hypersphère de rayon un. La condition 
nécessaire et suffisante pour que ce résultat ait une ets quand 4 
tend vers zéro est 


(m—1) 
(1) f GdS — 0, 


où l'intégrale est étendue à une hypersphère quelconque de centre O. 
D'après ce qu’on a vu au paragraphe 1, (1) est la condition nécessaire et 
suffisante pour que l'intégrale principale existe, quel que soit l’ensemble 
& choisi. 


3. Théorème. — Soit, pour un instant, F(æ,,æ,, ..., Xm), une 
fonction positivement homogène et d'ordre 1 — m, continue et contini- 
ment dérivable par rapport à x, quand X n’est pas en O. Alors l'intégrale 
principale ef LEE dV, prise au sens du paragraphe 1 il 

Wier Pio” paragraphe 1, existe (quel que 
soit &). 
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Là OF D . . 
Il est évident que 3x °St positivement homogène d’ordre — m. Si 
4 


nous intégrons dans la région n <<r< R (même notation qu’au para- 
graphe 2), nous trouvons 


(m) 4 (m—1) (m—t) 
OF 
ay =): Fo, dS -[ Fu; dS, 
Ss 5, 


R 

S, et 5, étant les hypersphères de rayons R et n, et w, étant le cosinus 
de l’angle entre Ox, et la demi-droite issue de O. Or les deux intégrales 
du second membre sont évidemment égales; il y a donc une limite 
nulle quand n tend vers zéro, ce qui prouve l'énoncé. 


4. Dérivation. — F désignant la même fonction qu’au paragraphe 
précédent, soit © un ensemble borné ouvert qui contient X. Soit 
d’autre part o(A) une fonction qui remplit dans @ une condition de 
Holder ('), c’est-à-dire qu’on a, quels que soient X et A, 

|o(X) —a(A)|< ML*(X, A) (M>0,0<h<£<1; L— distance). 
Considérons la fonction 


(m) 


(2) ACG ae FER @, ..., t= Gn) CLA) AV <, 
@ 


qui est continue en tout point de @. Nous allons démontrer qu’elle 
admet par rapport à x, une dérivée continue. 

Soit &, une hypersphère (m dimensions) de centre X et de rayon n; 
soit O, = ® — 6,. Si n est assez petit pour que 6, appartienne à @, 
ona 


0 (m) 
oe à F(a, — &, ..., Lm — Am) a(A) dV, 
(m) 
sf qe ee ..., Lm — Am) o(A) AV, 

D 0% 
q 
(m—1) ; 

= P(2, = Gy, Em — Om) ¢(A) @, (A) aS,, 

3s 

n 


(:) R. Lipschitz a considéré ces conditions, même pour A <1, dans l'article : De 
explicatione per series trigonometricas instituenda functionum unius variabilis arbitra- 
rium... disquisitio (Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, t. 63, 1864, 
p. 296 à 308), spécialement théorème II, p. Sor. Postérieur est le travail d'Otto Hôlder, 
Beiträge zur Potentialtheorie (Inauguraldissertation, Tübingen, 1882, 71 pages), spécia- 


lement p. 10. 
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8, étant la frontière de &,, et o,(A) étant le cosinus de l’angle entre 
Ox, et la demi-droite XA. Quand n tend vers zéro, l'intégrale 
d'ordre m tend vers une intégrale principale étendue à @, car la défi- 
nition des intégrales principales peut s'appliquer à des fonctions non 
positivement homogènes (7, I, § 7). Nous écrirons l’autre intégrale 


(m—1) 
i F(x, — a, ..+) Zm— am)[7(A) — o(X)] ow, (A) dS, 
3. 
(m—t) 
+0(X) f F (a4 yy. 2 Lm — Am), (A) dSq; 
5, 


quand tend vers zéro, le premier terme tend vers zéro, et l’autre ne 
dépend pas de n. Comme les limites sont atteintes uniformément 
quand X varie dans un ensemble fermé compris dans @, ona 


(3) —— — (Li — Gy, «0-5 Lm — Am) o(A) AVA 
(m—1) 
= (x) [i Pire eee ee Ee ES, 


où l'intégrale d’ordre m se prend en valeur principale, en excluant 
des hypersphéres infiniment petites de centre X; S est la frontière 
d’une telle hypersphère, et dS est son élément. 


9. Théorème. — Si m est > 2 et st G est continu, la condition (1) est 
aussi la condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe une fonc- 
tion F positivement homogène et d'ordre 2 — m, telle que l'on ait 


(4) AF—G  (A=laplacien); 


F est entièrement déterminé si l'on ajoute la condition 


(m—t) 
(5) f EE 
vs 


où S est une hy persphére de centre O. 


Dans cet énoncé, le laplacien est pris au sens généralisé de 
M. Zaremba ("). Si les dérivées secondes d’une fonction u(X) existent 


(1) Sranistas ZanemBa, Contribution à l'étude d'une équation fonctionnelle de la 
Physique (Reniliconti del Circolo matematico di Pulermo, t. 19. 1905, p. 140 à 150). 


SERRES 
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et sont continues, on a 


du =” 
(cl ah 3 soda. du Fu 


res 2e on as = (r= distance de XaO), 


ou #u est l’invariant différentiel du second ordre, de Beltrami, de w 
regardé comme fonction d’un point de l’hypersphère r = 1. Rempla- 


cons wu par F, et supposons seulement que le laplacien généralisé 
existe; ona 
AP = 7 SF, 


l'opération F étant prise aussi au sens généralisé ('), qui est forcé- 
ment applicable à F. En faisant r = 1, nous voyons qu’on doit avoir 
FF=G. 


Or l'équation #u—o est identique à son adjointe, et sa solution 
générale est une constante arbitraire. Donc la condition (1) est bien 
nécessaire et suffisante pour l'existence de F sur cette hypersphère 
r = 1 (?); Vhomogénéité positive permet d'achever la formation de F. 

Cette démonstration prouve que l'équation (4) détermine F à un 
terme additif près, du type ar?-"(a = const.). La condition (5) déter- 
mine a, ce qui achève la démonstration. 


6. Remarque. — On peut remplacer le laplacien par n'importe 


quelle opération L, 3a, oe elle soit du type elliptique 


BO 

E Ay 
et a coefficients constants, cette opération étant au besoin prise au 
sens généralisé ; car on ramène ce cas à celui du laplacien en changeant 


de variables d’une façon linéaire et homogène. 
Le] 


7. Théorème. — Soit encore m > 2. Soient G et H deux fonctions 


(1) Généralisation des problèmes sur les opérations du type elliptique (Bull. Sciences 
math., t. 36, 1932, p. 248 à 272, 281 à 312, 316 à 352, et errata p. 384), spécialement 
Chap. I, § 2 et § 13. Pour démontrer affirmation du texte, on particularisera la décom- 
position en carrés introduite au § 2. 

(2) Ce passage s’appuie sur une théorie générale pour laquelle on peut consulter un 
article cité au Chapitre IV, § 5 du présent travail. Mais le cas actuel a été traité d’abord 
par M. Émile Picard qui l’a reproduit dans l'ouvrage : Lecons sur quelques problèmes aux 
limites de la théorie des équations différentielles (viwi+271 pages, Paris, 1930), spécia- 
lement Chap. X, § 2. 
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positivement homogènes et d'ordre — m, remplissant toutes deux la con- 
dition (1). Nous supposons que, sur l'hypersphère de centre O et de rayon 
un, ces fonctions remplissent des conditions de Hôlder Alors l'intégrale 
principale, étendue à tout l’espace, 


(m) 
(6) Kix f CSE; Va; 0x0) Em tm) L(g, eos Om pO Ya, 


où l'on exclut des hypersphères infiniment petites de centres O et X, 
existe quand X n’est pas en O, et elle représente une fonction positive- 
ment homogène et d’ordre —m, qui satisfait aux mémes hypothèses 


que G. 


L’homogénéité positive de K, avec l’ordre — m, résulte du travail 
antérieur cité ‘oh I,§ 11). 

Pour établir la condition de Hélder, remarquons d’abord qu’on a, 
quelles que soient les distances L(O, X) et L(O, Y), 


G(X) — G(Y)=O[L*(X, Y)-"—-"(X, Y, O)]  (o<h<i), 


I(X, Y, O) désignant la distance de O au segment de droite XY. Sup- 
posons qu’on ait L(O, X)—L(O, Y) =1 et 4L(X, Y) <1; évaluons 
K(X) — K(Y). Nous évaluons d’abord la partie de cette différence qui 
provient du domaine 2L(X, A) <1, partie que nous décomposons en 
plusieurs termes. En premier lieu les intégrales 


(m) 
fe G(2,— a, ..., 2m — am)[H(A) — H(X)] dV,, 


L(X, A) 2L(X, Y) 


(m) 

if Gy — ay, +, ym — am)[H(Y) — H(A)]dVa, 
L(X, A) <2L(X. Y) 

valent évidemment O[L"(X, Y)]. En second lieu les intégrales 


(m) : 
fi [G(2,—a,, ..., Zm— am) — G(y, — ay, +++) ¥m — Am)|[H (A) — H(X)]dVa, 
(mm) 


G(y. — sm — Gm) (H(Y) — H(X)] ds, 


étendues à la région 4L(X, Y) <<2L(X, A) <1, valent 


0 ER: Die xp | 


LotR A 
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En troisième lieu on démontre, comme dans l’articlé antérieur 


(t, Chap. I, § 8), qu'on a 

(m) 
Lo Ga ..) Lm— Am) — G(y1— a, ey a Gn) |\@V¥x=—O [L(X, Y)], 
d’où résulte la limitation 


(77) 
fy [GCa, a... 2n — an) HX) 


2L(X,A)<1 


eG ¥; — Ay, wey Vn — am) H(Y)] dV, = Of[L"(X, Y). 


En ajoutant ces limitations, on voit bien que la partie de K(X)—K(Y) 
qui provient de la région 2L(X, A) <1, vaut O[ L'(X, Y)], en enten- 
dant par # un nombre positif donné, inférieur à h(o<k<h). La 
partie de K(X)— K(Y) qui provient du domaine L(O, A) << L(X, Y) 
s'écrit évidemment 


(m) 
ib (Gl2, — ay, ...5 fu — dm) 
Hold... Ym— Am) — G(X) + G(Y)}]H(A)@V,, 
et l’on voit ainsi qu’elle vaut O[ L’(X, Y)]. La partie qui provient du 
domaine 2L(X, Y)< 2L(0, A) <1 vaut O [es Y)log 
Enfin la partie de K(X) — K(Y) qui provient du champ 


I 
2L(X, Fy: 


2L(O, A)>1, 2L(X, A)>1 (inégalités simultanées), 


peut s’écrire | 
(7m) 
O[LA(X, vif Lim (0, A) dV, = O[LA(X, Y)]. 


La condition de Holder est donc établie. 

Pour établir que K satisfait à la condition (1), introduisons-la fonc- 
tion F définie par (4) et (5); puisque G remplit une condition de 
Hôlder, F est deux fois continiment dérivable, sauf en O. La fonction 


(mn) oF : 
m—— (Ly — Ay, ee lm — Om) H (Gay ss; Gm) Va 
Ox, 

espace 


est positivement homogène et d’ordre 1 —m; sa dérivée par rapport 
Ann. Ec. Norm., (3), LILI. — Fasc. 1. 2 
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à æ, est (§ 4, complété pour tenir compte du champ infini et de l’allure 
de H en O) 


(a) 2F = 
f on = Be gaat Emap tle) EA nd ney ee OY A 
espace 
(m—1) F 
(ar. ee vm) [ = (Li — Gy, =.) Em — Em) w,(A)dS,, 


où S est une hypersphère du centre X; on doit remarquer que 
l'intégrale étendue à S ne dépend pas de X. Faisons la même chose 
AVEC Lo, ..., Lm, et ajoutons les résultats; nous trouvons que K se 
réduit à une somme de fonctions qui, d’après le paragraphe 3, 
remplissent la condition (1), cette somme étant augmentée du produit 
de H par une constante. Notre théorème est ainsi démontré. 


8. Corollaire. — Au lieu d’exclure des hypersphères infiniment 
petites, excluons du champ de l'intégrale, au second membre de (6), 
deux ellipsoides infiniment petits, dont les centres sont les points X 
et O; ces ellipsoides tendent vers zéro en restant homothétiques d’un 
ellipsoide fixe, qui est le méme pour les deux ellipsoides variables. 
La nouvelle fonction K(X) ainsi obtenue, remplit aussi la condition (1), 
car un changement linéaire et homogène de variables nous ramène au 
cas du théoréme précédent. 


9. Corollaire. — Soit Ÿ une variété close, conforme aux pypothe sce 
indiquées dans l’article déja publié (7, Chap. I, § 6), et soient Get H 
deux noyaux d’intégrales principales, AH aux hypothèses du 
même article (z, Chap. I, § 11); nous n’excluons pas le cas où l’un 
au moins de ces noyaux se réduirait à un noyau sommable. Alors le 
noyau 


(mn) 
4 G(X, A) H(A, &) dV, (dV — élément de Y), 
est aussi un noyau d’intégrale principale. Car, dans l’article cité, on a 
prouvé que la partie positivement homogène et d’ordre — m est du 
type de la fonction K du paragraphe précédent, et, après avoir intro- 
duitcomme une hypothèse nouvelle la conclusion, alors non démontrée, 
de ce paragraphe, on en a déduit ce que nous venons d'annoncer. 


NES 
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On peut même démontrer que la partie positivement homogène et 
d'ordre — m dépend de v,, ..., +, comme il a été supposé pour G et 
pour H (z, Chap. I, § 7). 


10. Intégrales superposées. — En conservant la méme notation, et 
en introduisant une fonction e(X) qui remplit sur Ÿ une condition de 
Holder, il résulte de ce qui précède qu’on a, d’après l’article cité 
(z, Chap. I, § 11 et 12), 

(7) (m) 


G{X, A) H(A, 2)o(=) dVz dV, 
Vv 


a 
re? 


(7) 


sa p(E) [ G(X, A) H(A, £) dV, dVz — D(X)p(X), 
oy oY 


® étant une fonction indépendante de p, et dont ona vu des expres- 
sions dans l’article cité. Si l’une des fonctions G(X, A) et H(X, A) est 
sommable par rapport à A pour un point X donné, ®(X) est nul en ce 
point. 


CHAPITRE II. 


PROBLÈME PREPARATOIRE. 


1. Énoncé du problème. — Dans l'espace euclidien à m dimensions 
(m23), soit f(X) une fonction continue donnée; on suppose que la 
fonction (x) +x, +...+x,) f (X) est bornée (hypothèse qui pour- 
rait être élargie). On demande les fonctions u (X), harmoniques dans 
le domaine x, > 0, continues pour x, 20, nulles à l'infini, et qui 
possèdent, en tout point Y situé sur la frontière x, = 0, une dérivée sui- 
vant la direction fixe donnée (sin, 0, ..., 0, —cos4) CE ÿ< =), 
cette dérivée étant égale à f( Y)cos 9. 

2, Il y a au plus une solution. — Si la fonction w existe, elle est 
certainement unique. En effet soit « une solution quelconque. La 
fonction vu —v est nulle à Vinfini; donc elle atteint un maximum ou 
un minimum en un point situé à distance finie dans la région, "0. 


ol 
Z 
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Si le point où l’extremum est atteint se trouve dans le domaine 
Im > 0, la fonction u —¢ est constante, car elle est harmonique. Si ce 
point est sur la frontière æ,, =o, la fonction u — v est encore cons- 
tante, d'après une propriété déjà rencontrée (i, Chap. IV, § 5). Étant 
nulle à l'infini, cette fonction est donc identiquement nulle, c’est-à- 
dire que la solution est unique. 


3. Formation d'une solution. — Considérons l’équation en ¢ 


ov ov _./m FE Zm f (A) 
(1) = Jay t tang TT) 4 Da(X, a) (Zm> 0), 
où l'intégrale existe, d’après la limitation de /. Nous allons d’abord 
établir qu’elle admet, dans la région +, > o, une solution continue 
qui s’annule à l'infini. 
Posons, en effet 

La = Ë, cos 0 —E,, sin 6, Lm = E SIN 0 + EnCOS0, La — Ex (1<a< m); 
soient b,, 6, ..., b, les nouvelles coordonnées que la DPRRAANESS 


mation confare:n au point A. Nous trouvons, en désignant par = et B 
les points X et A dans le nouveau systéme de coordonnées, 


r(=) (m—t) > . . 
Gb = 22 cosé (Ea 24) stn Ot (Gm — Spl coed cag, ce 
Gm + bi sin 0+b,,c0s 0—0 LE, B) 


Je dis que la fonction v cherchée est 


Fie Ses 


(3) Pepsin) 


(m—1) 

) f(A) 

cos? ee des KA) ~~ dS, 
aT 


0) 


(m1) +2 £ 
sin à cop i JO Te Er 
ne mt as i TA jean’ È 


à condition de revenir au premier système de coordonnées après les 
opérations indiquées. 
D'abord les intégrations indiquées au second membre donnent des 
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fonctions continues de X : c’est évident pour la première, eu égard a 
la limitation de /; cela va étre démontré pour la seconde. Posons 


L(X, Aj=r, a,—2#,=rsinbcos?, @m—%m=—reosb (oSbsr); 
puisque a,, est nul et que z,, n’est pas négatif, | est au plus égal à : 
Nous en tirons 

Em — bm = r (cos 6 cos) + sin 6 sin | cos) =rcos@ (o<@<zn). 
On a évidemment cos 92 cos (0 + 4); comme @ et 6 +4 appartiennent 
à l'intervalle (o, x), il en résulte qu’on a 


(4) OO +4<I+T<T. 


Considérons l'intégrale 
+ 00 m 


(5) In= (sin? @+-¢%) *dt  (m2>2); 
cos ® 


je dis qu’elle est une fonction continue de @ tant qu’on a oS<O < x. 


via 


Distinguons trois cas, suivant la position de © par rapport à et à 


Si 0 est £ cos @ est 2 =; la fonction intégrée est donc continue 


relativement a @ et à ¢; d’autre part l’intégrale étendue au champ infini 
est uniformément convergente; elle est donc bien une fonction continue 


de @. Sil’ona 5 <O< 23 on a sin? ®2 75 la fonction intégrée est encore 
continue, et, comme l'intégrale est uniformément convergente, elle 
est encore une fonction continue de @. Si enfin l’on a = £SO£Yy< 7, 
où y est donné, ou a sin°0 > sin? y, et le raisonnement est toujours 
le même. Ainsi I,, est bien une fonction continue de © tant qu’on 
aoS<@< 7. Or nous avons 
+ yen 
—t td, =r? (sin 0 cos 4 — cos 6 sin cos 9) Im(®); 
, L"(E, B) © 

le second membre est le produit de 7?—” par une fonction continue de 6, 
de 9 et de 4, d’après (4). Si l’on multiplie cela par f(A) dS,, on voit 
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que l'intégrale étendue au champ a,—0o est uniformément con- 
vergente dans tout champ borné; elle représente donc une fonction 
continue, comme nous l’avions annoncé. 

Si l’on dérive le second membre de (3) par rapport à &, sous les 


(™m—1) 


‘signes , on obtient le second membre de (2), qui est le produit 


du second membre de (1) par cos 9; ce résultat converge uniformément 
dans tout champ borné où +, reste supérieur à un nombre positif 
donné; si ¢ est défini par (3), la formule (1) est donc établie 
pour æ, >o. Pour z,, — 0, la formule (1) ne serait plus vraie; mais 
le second membre tend vers la limite f(Y) si X tend vers le 
point Y de la frontière, sans cesser d’appartenir au domaine z,, > 0. 
Si en particulier on pose æ —7y,+tsin0, æ,— yn — tcos4 
et x, = y, pour 1 a<m, on voit que /(X) est une fonction de ¢, 
dont la dérivée existe quand ¢ est négatif, et cette dérivée tend 
vers f(Y)cos0 quand ¢ tend vers zéro; d’après le théorème des 
accroissements finis, la dérivée existe donc même pour t = 0, et elle 
est égale à f(Y) cos 6. 

Je dis maintenant que cette fonction «(X) tend vers zéro quand 
L(O, X) augmente indéfiniment. En effet nous venons d’établir 
qu’on a 

(m—1) 


(6) et F(X, A) f(A) dSa, 


où a fonction F(X, A), dont l’expression résulte de la formule (3), 
vaut O[L?-"(X, A)]. Dans le champ 2L(X, A)<L(O,X), la 
fonction intégrée vaut O[L-?(0, X)L*"(X, A)], et par suite la partie 
correspondante de l'intégrale vaut O[L~'(O, X)]. Dans le champ 
2L(0, A) <L(O, X), la fonction intégrée vaut O[L-7(0, A) L?-"(0, X)]; 
si donc m est 24, la partie correspondante de l'intégrale vaut 
encore O[L~'(O, X); si mest égal à 3, nous remarquerons que / est 
borné, et que par suite l'intégrale correspondant au champ commun 
à 2L(0,,A)<L(0, X) et à L(O, A)< 1 vaut O[L-'(0, X)]; la 
partie restante du champ 2L(0, A) << L(O, X) (si cette partie existe) 
donne une intégrale qui vaut O[L='(0, X)logL(O, X)]. Dans la 
région où l’on a simultanément 


aL(O, A)>L(0,X) et 2L(X, A)> L(O, X), 


SAR 
‘ ‘ 
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la fonction intégrée vaut O[L-"(0, A)]; l'intégrale correspondante 
vaut donc O[L-'(O, X)]. Ainsi notre fonction » vaut O[L-'(O, X)] si 
m est 24, et O[L-'(O, X) log L(O, X)] pour m = 3; elle tend donc 
‘bien vers zéro quand X s’éloigne indéfiniment. 

La formule (3) définit donc la fonction dont nous avions affirmé 
l'existence au début du paragraphe. Nous allons prouver maintenant 
que cette fonction est harmonique dans le champ +, > 0. Les dérivées 
premières et secondes de la fonction F par rapport aux coordonnées 
de X valent évidemmentO[L'"(X, A)] et O[L-"(X, A) |. Par suite les 
dérivées secondes de vse calculent par double dérivation sous le signe |; 


pourvu que x,, soit positif. Notre démonstration se ramène donc à 
prouver que F(X, A) est harmonique par rapport à X. Or si nous 
passons aux variables £,, on constate que 


JE. est le produit de 
L?-"(X, A) par une constante; c’est done une fonction harmonique. 
Donc le laplacien de F ne dépend pas de ,,. Mais ce laplacien, qui 
vaut O[L"(X, A)], tend vers zéro quand £,, tend vers l'infini; donc 
il est identiquement nul, ce qui achève la preuve annoncée. 

Cette fonction + est donc une solution du problème posé au para- 
graphe 1. D’après le paragraphe 2, ce problème a donc toujours une et 


une seule solution. 


4, Expression de la fonction F. — Un calcul élémentaire prouve 


qu’ona 
(m — 2)1,, sin?@ = (m— 3)In_, — cos® (m2 4), 


ce qui permet de calculer L,, de proche en proche, sachant qu'on a 


Te © es I 
2 sin’ 3 1+ cos® 
On trouve ainsi 
@ - sin®cos® 
SSS eee | 


2 sin’ @ 


i pes 


14 a-#.cosO 
5 Zu + cosO 
3(0 — sin® cosO ) — 2 cos sin’ O, 


et ainsi de suite. L'expression de la fonction F qui figure dans la 


2% 


16 G. GIRAUD. 


formule (6) est alors 
r(@= —) 
(7) F(X, A)= —— Li-™(X, A)æ(Ÿ, @), 


2T 


avec 
(8) (hb, 0) = cos’ + (m — 2) sin8 cos6 (sin§ cos — cos@ sind coso)l1,(@); 
ces formules sont valables pour m23. 29) 

La fonction F étant continue tant que les points sont distincts, et 
situés : le premier X dans le domaine z,, > 0, le second À sur 4, = 0, 


il est évident que w(0, )=#, ne peut dépendre de 9; nous le véri- 
fions sur la formule (8), qui donne 


w(0, 9) —=w,= cos" 8 + (m — 2) sin*6 cos0 1,(0) =Im(9); 
pour m> 3, cela s’écrit aussi 
== (m — 3) cos61,_,(8) (m > 3). 


On trouve ainsi 


J,(0) = cos6, LAN Entrer be 
2 cos@ § cos — sin@ cos?6, 
FRE peer End Eee ce ons 


et ainsi de suite. On voit que w, est toujours positif pour m= 3; 
l'expression où figure I,,_,, rapprochée de la formule (5), nous permet 
d'affirmer que w, est toujours positif, quel que soit »2>3 [on verra 
même au nate IV, paragraphe 4, que (4, o) est toujours positif et 
non nul]. 

Si le point X sort de la région z,,20, la fonction L, reste continue, 
à moins que @ ne devienne égal à x : cela résulte du paragraphe 3. Si @ 


ñ 1 tana PRE " 
dépasse + il est évident que L, reste compris entre 


Hour 
+ œ 
Je (sin?@ +#:) ? à re 7 / sint-m@ 
; Sy, 
2 


et le double de cette quantité; I, augmente donc indéfiniment quand @ 


oa 
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tend vers 7. Or @ n’est égal à x que si l’on ao —n et b— 7 — 06. La 
fonction F(X, A) reste donc continue et harmonique par rapport à X,. 
sauf si ce point vient sur la demi-droite issue de A et parallèle à la 
direction (sin, 0, ..., 0, —cos®) (le point X est alors en A ou dans 


_ la région æ, < 0). 


5. Etude de la fonction w. — Exprimons les coordonnées (11, ..-, Mm) 
d'un point variable sur l’hypersphère 7; + 7, -+...+ 17, =1 en fonc- 
tions de m — 1 paramètres, dont deux peuvent être des angles Ÿ et 9 
tels qu’on ait 

Nm= COS, M—=-- Sin cosg. 


St nous posons Ty — du — Fa (%=1, 2, ..., M; r20), on peut 
regarder r et les 7 — 1 paramètres des n, comme un système de coor- 
données polaires du point X. En désignant par A le laplacien, on trouve, 
pour toute fonction ¢, 


où Fe est l’invariant différentiel du second ordre, de Beltrami, calculé 
en regardantr comme constant. 
Appliquons cela à la fonction harmonique F(X, A); la formule (7) 


nous donne 
Fw=o, 


c’est-à-dire que w estune fonction harmonique du point (1, N25 +++) Nm); 
sauf au point (sin9, 0, ...,— cos). 


, pI - L = OF . 
D’aprés nos calculs, l'expression — tang) 5 est le produit 


OF 
02m 
d’une constante par x,,L~"(X, A), ce qui fait zéro quand x,, s’annule. 
Cela se ogee par une condition relative as. En effet, pour z,,= 0, 


ona = -. Pour cette valeur de }, nous trouvons 
OF OF 
De —— tang@ Ox, 
r( m— *) 
pest mene dd cd + tang0 sing — ve + (m — 2) tangô cos®. w|; 
at on oy d9 


200 rs 
Ann. Ec. Norm , (2), LIII. — Fasc. 1. 3 
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nous avons donc 


(9) ory + [sing Se + (m — 2) cong.w |tangd — 0 pour yor. 


L’invariant de Beltrami donne lieu a la formule de réciprocité 


(m—1) F (m—2) du de 
ih (oF u— use) ds =f (65 "Ga 


où l'intégrale du premier membre est étendue à une région donnée, 
dont l'élément est dS; l'intégrale du second membre est étendue à la 
frontière de cette région dont l’élément est do, et n est la normale 
(supposée existante et continüment variable), dirigée vers l'extérieur; 
la formule a lieu dans le cas où les dérivées secondes de wu et de ¢ 
existent et sont continues, et ce cas nous suffit. Appliquons la formule 


a F4, py. 
aux fonctions « et un dans la région U<iSs; nous trouvons, en 
supprimant l'indice de 4, 


* aw - 
(10) ord, 9) sin™—9 do — 0 (¥s4): 
0 ay 2 
al 


sd 
Appliquons la même formule aux fonctions w et sin?” # dt dans 


w|a 


la région L,<d <4,, en supposant 0 hs pST; on vérifie que 


les deux fonctions sont harmoniques dans cette région; en faisant 
tendre Y, vers zéro et en supprimant l'indice de v, nous obtenons 


TT ed | 


a (77 —2) > 
dites , à AA 
(11) { w(b, ©) do — rte ae cee TUE CE 


résultat qui s'écrit aussi 


IN — 2 
: r( 
< ‘ = 2 T 
[ w(Y, 9) SIDE dO = TR © wy, (us); 
+ 


Can NE — il 
r( = ) 


autrement dit, la valeur moyenne de w sur la variété d = constante, 
est 


AA TUE 
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6. Dérivées de u. — Supposons que f remplit une condition de 
Hôlder; nous pouvons alors affirmer que les dérivées de wu existent et 
remplissent des conditions de Hôlder dans la région x,,20. Dans ce 
paragraphe, nous démontrerons la continuité de la dérivée relative 
à +; pour le reste, il suffira de se reporter d’une part à l'expression 
qui sera obtenue pour uw dans le paragraphe suivant, d'autre part à des 
propositions connues, relatives au potentiel de simple couche. 

Pour x, > 0, les formules (6) et (7) entraînent 


LUE 7 (m—t) 
ee — f | (m —2)weosy+ © areiny | OE? 45, 
‘am—0 


En 7 mI 

2m 
car l’intégrale converge uniformément quand z,, a une borne inférieure 
positive. Soit X’ 1a projection de X sur æ,— 0, et soit R un nombre 
positif donné. Nous écrivons 


m — 2 
amies | 2 ) 


ony 


(m—1) 


Ce 2)wcosŸ + ON sin | ae 


ri 


- 
ae L(X, A)<R 


(7m—4} 


+ f(X’) iG —2)wcosy + sn] ae 


L(X’, A)<R 
(m—1) aw (A) 
een op [=a ymeosy + FF sing [OP dS, >. 


Le premier et le troisième terme de l’accolade sont continus dans la 
région æ,20. En posant L(X’, A) =o, le second terme, multiplié par 
le facteur placé devant l’accolade, devient 


/ 1=m 
EN er po 2+. x?) 474 
sa [om == 2)w cosy + WW "gin +] sin”—* 9 do dp 


73) 1—m 


= — ——— ——— w, f(X if p™—*(p*+2?2,) > cos do 
—_,/m-- 
var( 3) 
2 
m 
a(™) R m 
3 ne 


= ———— tm fix!) f pp + wm) * dp; 
0 


ds dSa 
pri 
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2 
si nous introduisons la variable d’intégration t = oe nous trouvons 
. m 
| À SI ‘ 
que, si æ, tend vers zéro, ce terme a la même limite que — w, /(X’). 


Donc Aes est continu dans la région 2,20, ainsi qu’il avait été 
Lm 
annoncé. 

Nous allons transforiner l’expression de la valeur prise par cette 


dérivée en un point X situé sur æ,,— 0. Cette valeur est, d’après ce 


qu'on vient de voir, 
r (= — 2 ) 
rl 


np (m—I) pat 
-— wy) f (X) — x J dw JA) = $(X) je 


Fg ch ov ri 
(m—1) 
+f es ui 
r>R Ÿ 


En faisant tendre R vers zéro, cela devient 


m — 2 
Ou r( 2 ) 


ar 
PU Ow [x f(A) 
<f ate ee rat dS, (%m= 0), 


l'intégrale du second membre étant prise en valeur principale, en 
excluant les domaines infiniment petits r< R. 


7. Potentiel de simple couche. — Ce résultat nous permet de 
mettre # sous la forme d’un potentiel de simple couche 


m — 2 


r("=*) (m—1) 
(13) Xe f ALT 


r 


En effet, si æ, tend vers zéro par valeurs positives, on trouve 


du 


OX», 


(4) =—9(X)  (am= 0); 


Wire 
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on a donc nécessairement 


m — 2 


(3) eX) =a f(x) " Ee) pa (x 0) as. 


Toutefois il n’est pas encore démontré que le potentiel ainsi trouvé 
est identique à w. Mais ce potentiel s’annule à l’infini [même démons- 
tration que pour la fonction + représentée par (6), car o(X) vaut 


OfL- (0, X)] (o<k<1) 


quand L(O, X) tend vers l'infini]; donc la différence entre wu et ce 
potentiel s’annule à l'infini, et sa dérivée par rapport à æ, s’annule 
pour æ,— 0; comme cette différence est harmonique pour æ, > 0, et 
quelle atteint nécessairement ses extrema en des points situés à 
distance finie dans la région z,,20, nous voyons qu’elle est constante ('); 
étant nulle à l'infini, elle est nulle partout, ce que nous voulions 
établir. 

Observons que la fonction o représentée par (15) remplit une con- 
dition de Hélder. En effet, si R est un nombre positif donné, et si l'on 
étend l'intégrale à l’extérieur d’une hypersphère S, de rayon 2R, la 
fonction représentée par l'intégrale dans l’hypersphère concentriqne S, 
de rayon R admet des dérivées continues; d’autre part l'intégrale prin- 
cipale étendue à l’intérieur de S, remplit dans S, une condition de 
Hôlder (7, Chap. 1, $ 8); nous sommes donc déjà certains que o remplit 
une condition de Hélder dans toute région bornée. On peut maintenant 
démontrer, comme pour la fonction ¢ représentée par (6), que les 
dérivées de l’intégrale étendue à l’extérieur de S, tendent uniformé- 
ment vers zéro quand le centre Y de S, et de S, s'éloigne indéfiniment. 
Donc o remplit, dans tout domaine $;, une condition de Holder dont 
le coefficient est indépendant de Y. Comme en outre c est borné, il en 
résulte bien que o(X) remplit une condition de Holder dans toute la 
varlété 2, = O. 


(1) Problèmes de valeurs à la frontière, relatifs à certaines données discontinues 


(Bull. Société math., t. 61, 1933, p. 1 à 54), spécialement Chap. IV, § 3. 
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On peut en déduire queles dérivées de vu remplissent des conditions 
de Hélder dans toute la région 2, > 0 ('). 

Le fait que la fonction uv, représentée par (13), où os remplit une 
condition de Hélder, remplit notre condition à la frontiére, se traduit 
par l’identité 


r() grue Sa 
(16) a(X)— - tangs an 9 (A) BS F(X), 


[1 
SE 


où l'intégrale doit se prendre en valeur principale, en excluant des 
hypersphéres infiniment petites dont le centre est X(z, Chap. IV, § 1). 
La formule (15) représente la seule fonction 5, valant 


OLL—=*-4(6) -X)1 (o<k<1) 
quand X s’éloigne indéfiniment, qui satisfait à cette équation (16). 
Nous posons, pour æ;,— 4, — 0, 


nm m 

r nul r(#) 
2) x, — a, 2 } coso 
=a Se 


(17) GX ok 1 ; — 


r(— >) 
(18) Hey Ae ee am me (5 jae, 


ut av 9 4 7 pm) 


on a vu ($ 4) que 4, n'est pas nul. Les formules (16) et(15}s’écrivent 
alors 


a \m—tl) 


(19) oUx == tango | G(X, A)o(A) dS, = f(X), 
F (m1) 
(20) SX) wl CN) + rangé f H(X, CYAN 


Get H sont des noyaux d’intégrales principales; ces noyaux sont 
positivement homogènes par rapport à toutes les différences æ, — a. 
En désignant par D(X, 9) une certaine fonction indépendante de /, et 
en remplaçant sdans (19) par son expression (20), nous voyons qu'on 
a, d’après le Chapitre I, paragraphe 10 (le champ infini ne causant pas 
So Ee i a 66. ln bé dr. cles ME CE + 

(1) Sur certains problèmes non linéaires de Neumann, et sur certains problémes non 
linéaires mirtes (Ann. scient. Ecole norm. sup., t. 49, 1932, p. 1 à 104 et 245 à 308), 
spécialement Chapitres VILet XI, Le raisonnement peut se simplifier pour l’objet actuel, 
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de difficulté), 
Po f(X)[1+ BX, 6) tang?6] 
stage | Hx, Y) —G(X, Y) 


(772—1) 
— tang f G(X, A) H(A, RE =/0). 


quelle que soit la fonction f(X), qui doit seulement remplir une 
condition de Hülder. On peut raisonner comme en calcul des 
variations, et conclure de là les identités 

(21) 1+ D(X, 9) tange?4=— w,", 


(m—l) 


PROS Vi ICGUX SINE ang6 f. Se PT Nee IN Es 


Si maintenant nous remplacons f dans (20) par le premier membre 
de (19), on doit obtenir une identité valable quelle que soit la fonc- 
tion o, assujettie à une condition de Hilder; cela donne 


(m—1) 


(a) 0 FX, VE GLX, Y)— tango [ H(X, AYG(A LYS = 0: 


En définissant H, nous avons implicitement supposé que 4 n’est pas 
nul. Si pourtant 6 tend vers zéro, H tend vers G, et D(X, 6) tend 


vers - Si o satisfait à l’équation (19), les formules (20) à (23) 


mm — J 
subsistent quand on remplace toutes les grandeurs par leurs limites 


pour 0 — 0. 


8. Domaine complexe. — Faisons varier Ü continument dans le champ 
: . TT. 
complexe, sans toutefois lui donner des valeurs telles quew(?: >) ne 


soit pas holomorphe pour tout angle ¢ réel. D’aprés la formule (8) et 
d’apres la relation de récurrence ($ 4) qui permet de calculer I,,, 
w(v, ©) est holomorphe tant que sin® ne s’annule pas; si © est un 
multiple de 27, la formule (5) montre que I,,, et par suite 4°, sont 
encore holomorphes; donc 4(Ÿ, 9) ne cesse d’être holomorphe que 


. Te: ; . 
si l’on a 1 + cosO — 0; pour } = =, cela s'écrit 


1 + sinŸ COSO — 0. 
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Cette équation en 9 n’a de racine réelle que si sin0 est réel et de 
valeur absolue au moins égale à un, c’est-à-dire si RO, partie réelle 


de 6, est égal à = plus un multiple de x. Nous ferons donc varier 0 


dans le champ 
(24) —"<ai<*. 


La fonction w(Ÿ,®) dépend aussi de 9 et nous voyons même 
que (TE ?) et ot (=) ?) sont des fonctions holomorphes de @ et de +. 


Le premier membre de (10) est donc holomorphe par rapport à 0 dans 
le champ (24); comme cette fonction est nulle aux points réels positifs 
du champ, elle est nulle dans tout le champ (24). Donc la fonction H 
définie par la formule (18) est un noyau d’intégrale principale, quel 
que soit 0 dans le champ (24). 

Montrons que w, ne peut s’annuler dans le champ (24). C’est évident 
pour m= 3, puisque alors +, est cos§. Pour m24, il nous suffit de 
prouver que I,,_,.(9) ne peut s’annuler. Considérons l’expression (5), 
établie pour 0 réel, et remplacons-y @ par 0 et m par m—2. On 
peut regarder la fonction intégrée comme une fonction rationnelle 


de ÿsin*0 + ¢?, qui varie de un à +. Prenons ce radical 
z=Vsin?6 + 2 


comme nouvelle variable d'intégration; si 0 appartient à la partie réelle 
du champ (24), x est une fonction croissante de t dans tout le champ 
d'intégration, et nous trouvons 


(25) TC de ee 
2 m— — : RES 
2 (0) fe æm1 |/x? — sin° 0? 


expression où le radical est positif. Si maintenant 6 prend une valeur 
imaginaire du champ (24), considérons encore l'intégrale du second 
membre de (25), le chemin d'intégration étant réel, et le radical ayant 
pour æ—1 la détermination cos0. Nous remarquons que, dans tout le 
champ (24), cos? 0 n’est ni nul ni négatif; donc le point 2?— sin?0, 
qui décrit une demi-droite parallèle au demi-axe réel positif, ayant 


+i. bere a 
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pour origine le point cos*4, ne vient jamais à l’origine. Imposons au 
radical de varier continüment : la détermination cos6 que nous lui 
imposons pour x =1, suffit donc à le définir pour réel et >1. L’inté- 
grale ainsi définie représente évidemment une fonction holomorphe 
dans le champ (24) : la formule (25) a donc lieu dans tout ce champ. 
Or l’argument de x? — sin*0 varie toujours dans le même sens, depuis 
une valeur comprise entre — x et x jusqu’à zéro; cet argument n’est 
jamais égal à — x ni à x. L’argument de xz? — sin? 4 varie donc, toujours 
dans le méme sens, depuis une valeur comprise entre — < et =. jusqu’à 
zéro. La partie réelle de la fonction intégrée est donc toujours positive, 
et par suite la partie réelle de l'intégrale est positive. Nous avons 
donc bien prouvé que cette intégrale n’est pas nulle. 

La fonction f(X) étant donnée, on va voir que la fonction o qui en 
résulte par la formule (20), est holomorphe par rapport à 6 dans le 
champ (24). En effet, si l’on étend l'intégrale au champ 


"= L(A, ATS (o<n<}), 


le résultat est holomorphe. Si maintenant n tend vers zéro, la conver- 
gence est uniforme pour tout ensemble fermé et borné situé dans (24). 
Donc la limite est holomorphe dans (24), et il en est de même de o. 

On verra facilement en outre que, pour une fonction f(X) donnée, 
et pour un ensemble borné et fermé, donné dans (24), o(X) remplit 
une condition de Hôlder indépendante de 6. 

En substituant cette fonction o dans le premier membre de (19), le 
même raisonnement que pour la formule (20) prouvera que le résultat 
est holomorphe par rapport à 0 dans le champ (24) : ce résultat est 
donc toujours f(X). 

Comme dans l'hypothèse du paragraphe 7, on en déduit les for- 
mules (21) et (22). La formule (23) se prouve d’une façon semblable. 

Ainsi les résultats du paragraphe 7 sont valables quel que soit 8 dans 
le champ (24). 

Au lieu de 6, il nous sera avantageux d'introduire dans la suite la 
variable = tang9. Alors les résultats sont valables pourvu que p. ne soit 
pas à la fois purement imaginaire et au moins égal à un en valeur 
absolue. On doit se souvenir que ® cos0 est toujours positif. 
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CHAPITRE III. | 


EQUATIONS A INTÉGRALES PRINCIPALES. 


1. Formation d'un noyau auxiliaire. — Nous reprenons les équations 
à intégrales principales d'ordre m étudiées dans le premier article 
(i, Chap. III), dont nous conservons les notations. Nous supposons 
cette fois qu’on am22. Nous nous proposons de former un noyau 
auxiliaire H(X, =; À) qui jouisse des propriétés déjà indiquées 
(1, Chap. III, § 3). Soit X un point donné sur la variété 4 à laquelle 
l'équation se rapporte. Nous changeons linéairement de paramètres, 
de facon que tous les paramètres de ce point X deviennent nuls, et de 
façon que, pour ce point X, maintenant nommé O, la partie positive- 
ment homogène et d'ordre — m du noyau G devienne (1, Chap. II, § 3) 


— V 2x8 Ga.8 Ca cul" (O0,A): 


les fonctions a, 4 et c, sont toutes prises au point donné. L'élément 
de ¥ devient, avec les paramètres actuels, Q VD d(a,, ..., a,). En 
prenant Q et D au point donné, nous posons encore 


m-+-1 


(1) = 2 DE sages, 


2 
où / est le paramètre qui figure dans l'équation. Nous posons 


2 


(2) Gx*(X, A) = a, L-"1(X, A), 


de sorte que uG"(O, A) est la partie positivement homogène et 
d'ordre — m de 2G(0O, A)QyD. Soit de même 


(3) HE us ML X LA) 


où © désigne une fonction de la direction XA, telle que pH*(O, A; 1) 


A4 on inte 
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sojt la partie positivement homogène et d'ordre — m de 


AH(O, A; 1) QVD. 


La condition imposée à H (4, Chap. III, § 3)se traduit (4, Chap. I, § 11) 


par 


(my) 
fon aX, PER) = G(X, Yy— bf HG As a) GPA, Y) da uns Se. 
espace 


Mais G* n’est autre que la fonction G du Chapitre Il, § 7, formule (17), 
sauf le remplacement de m par » + 1. Donc l'équation (4) n’est autre 
que l'équation (23) du Chapitre I, § 7, où l'on a remplacé m par m+ 1 
et tang§ par u. Nous pouvons donc prendre H* égal à la fonction H 
du Chapitre précédent, après ces remplacements. 

La partie positivement homogène et d'ordre — m de H étant ainsi 
déterminée en chaque point X de %, on peut construire un noyau H 
par le même procédé que dans l’article cité (7, Chap. JII, § 4). 

La fonction w dépend seulement de & et de l’angle o tel qu’on ait 


dy — æ—= L(X, A) coso, O£OST. 


On peut déduire cette fonction du Chapitre précédent, ainsi que la 
fonction #, qui représente l'inverse du facteur 1+ À?D(X: A) 
(2, Chap. III, § 3). 

Nos calculs s’appliquent pourvu qu'en aucun point X la fonction v. 
ne soit a la fois purement imaginaire et de valeur absolue au moins 
égale à un. Nous excluons ainsi de nos considérations un système C 
de deux coupures situées sur l'axe purement imaginaire, dans le plan 
de la variable complexe 7; ces coupures sont symétriques l’une de 
l’autre par rapport à l’origine, et elles s'étendent jusqu'à l'infini. On 
peut faire en sorte que, hors des coupures C, le noyau auxiliaire 
H(X, A; À) soit holomorphe par rapport à À, pourvu que X et A soient 
distincts (z, Chap. II, § 4). 


2. Solution et discussion de l'équation à intégrale principale. — 
Comme le facteur 1 + 7°, qui est égal à a°,', n’est jamais nul, tous 
les raisonnements développés dans l’article qui a précédé celui-cr, 
Chapitre III, paragraphes 6 à 8, s'appliquent aussi dans le cas général 
actuel, c’est-à-dire quel que soit l’ordre m de l'intégrale. Nous savons 


= 
F4 
- 
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donc résoudre et discuter l’équation intégrale donnée. La discussion 
est résumée en trois propositions, semblables aux théorèmes de 
Fredholm, qui sont énoncées dans l’article cité (x, Chap. III, § 6 et 8). 
Si À vient sur les coupures C, et dans ce cas seulement, ces proposi- 
tions n’indiquent rien; cela n'arrive jamais quand toutes les données 
sont réelles. 

Pour certains noyaux d’intégrales simples (m=1), nous avons vu 
que les coupures C ne s wétendont pas jusqu’à l’infini; nous avons vu 
aussi (7, Chap. III, § 9) que, pour les mêmes noyaux, les équations 
de premiere espèce se traitent comme des équations de Fredholm. Nos 
raisonnements ne nous permettent de rien affirmer de tel quand m 
est 22 : les coupures C que nous définissons alors s’étendent toujours 
jusqu’à l'infini. 


3. Exemple. — Quoique nous ayons considéré ici le cas des inté- 
grales multiples, il n’est pas inutile d'indiquer un exemple d’équation 
à intégrale principale szmple, sur lequel on peut vérifier facilement les 
cantons générales. 

Prenons comme variété Ÿ une circonférence de rayon un, et comme 
paramètre l’abscisse curviligne d’un point de Ÿ. En désignant par f(x) 
une fonction donnée d’un point de %, cette fonction remplissant une 
condition de Hülder (c’est aussi une ttes périodique de æ, avec la 
période 27), nous considérons l'équation 


} \é T—) 
5 Mi esters or 
(9) p(æ) sap cotg 


où l'intégrale doit se prendre en valeur principale, au sens de Cauchy. 
Ici C n’est plus une véritable coupure, mais se réduit au système des 
deux points À = + 7. On vérifiera que, pour toute autre valeur de A, il 
y a une et une seule solution 


) A ry i 
- _ f(z fi {re 
NY p(2) + orate) J, cos 


L’équation de premiére espece 


ce 


-p(y) dy = f(x), 


Jy + i) f (y) d) 


-p(y) dy = f(a) 
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n’est soluble que si l’on a 


27 | 
(8) * Furet 
0 
si cette condition est satisfaite, on a 
iS on æ— y 
(9) = ef cote fo dr +k, 


où k est une constante arbitraire. 

Enfin si À reçoit la valeur &, l'équation homogène admet comme 
solutions toutes les fonctions e~“”, où n est un entier positif quel- 
conque. Cela fait une infinité de solutions linéairement indépendantes, 
ce qui ne saurait arriver quand À n’est pas sur C. 


4. Noyau symétrique gauche. — Si le noyau d’intégrale princi- 
pale G(X, A), relatif à une variété d’ordre m21, est symétrique gauche, 
c’est-à-dire si l’on a 

GAL RER GOON, 


on démontre, comme pour les équations de Fredholm ('), que le 
noyau résolvant ne peut avoir de pôles que sur l’axe purement imagi- 
naire; nous n’affirmons pas qu'il existe effectivement des pôles, mais, 
s’il y en a, ce sont des pôles simples. 


CHAPITRE IV. 


APPLICATION A CERTAINS PROBLEMES DE VALEURS-FRONTIERE. 


1. Equations du type elliptique à m variables. — Dans le travail quia 
précédé celui-ci (z, Chap. IV), un problème relatif aux équations du 
type elliptique a été posé d’une façon générale, pour un nombre 
quelconque de variables, et résolu seulement dans les cas de deux et 
trois variables. Ce qui précède nous permet d'affirmer que les résultats 


(1) TRAJAN LALESCO, Introduction à la théorie des équations intégrales (un vol. 
vilt +152 pages, Paris, 1912), III, n° 11. 
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obtenus sont valables pour tout nombre mm de variables. Il est d’ailleurs 
inutile de reprendre les démonstrations, qui sont indépendantes de m. 

Cependant il est intéressant de généraliser ces résultats. Nous géné- 
raliserons d’abord l'équation du type elliptique, puis la condition à la 
frontière. 


2. Généralisation de l'équation du type elliptique. — Soit Jit une 
variété close, àm— 1 dimensions, située dans l’espace à m dimensions. 
On peut, par hypothèse, définir un nombre fini de régions telles que 
chaque point de JW soit intérieur à l’une d'elles, et telles que, dans 
chacune d'elles, les coordonnées x, d'un point de JI soient fonctions 
de m— 1 paramètres t,, t2, ..., ¢,,,, dont le champ de variation est 
borné; on suppose que les dérivées des fonctions æ, existent et rem- 
plissent des conditions de Hélder, et que les jacobiens d'ordre m —1 
ne s’annulent simultanément nulle part. On ne suppose pas que M 
est d’un seul tenant. 

On ne change rien aux hypothèses qui concernent la frontière S du 
domaine borné @ (x, Chap. IV, § 2). 

On suppose que les a, 3 remplissent des conditions de Hilder dans @, 
et que les b,, c et f sont continus en tout point de M+'S — M. Soit 
r(X)la distance d’un point X à M: on suppose que, dans O+ S— OM, 
les fonctions b,, cet f valent OC ')(o << #<t). Nous continuons à 
supposer que les fonctions données sur ‘8 remplissent des conditions 


de Hülder. 


L'inconnue u doit être dans une solution régulière de l'équation 
Fu= f, c'est-à-dire qu'elle doit satisfaire à l'équation en tout point 
de WJ) —M, et que ses dérivées doivent étre continues en tout point 
de @ ("). De plus u doit satis fatre sur 8 à la condition Ou = ©, définie 
comme précédemment (t, Chap. IV, § 2). 


Ce problème se traite comme le cas précédemment considéré. II 
suffit pour le faire voir, d'établir que la solution élémentaire prin- 
cipale G d’une opération F du type actuel (2) possède les propriétés 


(1) Bull. de la Société math. t. 64. 1933. p. 1 à 54. Cet article sera désigné par la 
lettre A. 


(*) A, Ill, p. 34 et suiv. 


me 
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utilisées dans le cas déjà traité (+, Chap. IV, § 3). La démonstration 
de ce dernier point résulte aussitot des deux lemmes qui suivent. 


_ Soit E un ensemble donné, borné et fermé, qui contient au moins un 
point de la variété x, = 0. Soit I(X, Y, &) la distance d’un point & à 
un segment de droite XY. Soit G(X, #) une fonction continue quand X 
et = appartiennent à E et sont distincts; on suppose qu’on a 


GENE) = OF D(X). E)] (OS mn), 
G(X, =) — G(Y, B)=L4(X, Y)O[P MIX, ¥, E)] (o<h<1, h<à). 
Soit enfin o(X) une fonction mesurable dans E, et qui vaut 
Late (O<ASILAK+LISR +), 
On forme la fonction 
= [Ex A)p(A)dV;; 
E 


Je dis qu'on a 
CLS CT) AR NET) 
DX) — P(Y)— of Lx, Y )log (At+kz=h+1)? 


Ly 
Loo 
L, étant une constante supérieure au maximum de L (X, Y). 


En effet les parties de ®(X) et de ®(Y) qui proviennent de la 
région L(X, A)<2L(X, Y) valent O[ L’"'(X, Y)| (1). La partie de 
D(X) — P(Y) qui provient de la région fa, |2L(N, A) > 2L(X, Y) 


aune limitation O[ L'(X, Y)] / [Are OX, A) GV, ce qui entraine 
les limitations de l’énonce. Enfin la région 


(taf) | TAL X) ASSL. OX; Y) 


donne une contribution 


[fi CI A 
O[LA(X, Y if [oat | We \; | Am | 41 4N a 


(A), If, § 5 et 6. 


3% 
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ce qui revient encore aux limitations de l'énoncé (*). Notre énoncé 
est établi. 


E, G, p et Ly ayant les mêmes significations que ci-dessus, soit H(X,E) 
une fonction mesurable par rapport à X, valant 


O[Lr-m(X, E)] (i—k<p<m). 


On forme la fonction 


(m 
FX, 2) = f G(X, A)p(A)H(A, E)dVa. 
E 

Je dis qu’ona 

O [LA+#1(X, ¥y7#—" (X,Y, E)] (A+k<1+h), 
F(X,2) —F(Y,2)=. Fhe jects ay k a i 

| 0 [LGV py (GY,2)| (A+ k=1+A). 

Soit d’abord L(X, =)>4L(X, Y). La région 2L(X, A) << L(X, &) 
donne une limitation du type de l’énoncé, d’après ce qui vient d’être 
dit pour ®. La région 2L(&, A) < L(X, =) donne 


O[L*(X, Y)Litu+khi-m(X, =)] (*), 


ce qui entraîne une limitation du type de l’énoncé. Enfin la région 
restante nous conduit à une limitation 


(m) 
O[L*(X, Y)] Litem (XA) |am|* dV,, 


d'un type déjà rencontré, et qui entraine encore les limitations de 
l'énoncé. 

Soit maintenant L(X, =)<4L(X, Y). Nous supposons aussi 
L(Y, E)< 4L(X, Y), sans quoi les raisonnements précédents s’appli- 
queraient mutatis mutandis. En outre nous supposons 


A+pt+k>m-+t1, 


sans quoi l’on aurait F(X, 2) = O[L'*#+-1-"(X,E)], ce qui redonne- 
rait le résultat annoncé. Montrons d’abord que les parties de F(X, =) 
et de F(Y, =), qui proviennent de la région L(E, A) < 8L(X, Y), 


(1) A, I, § 2, intégrale I,. 
(2) A, I, § 2. 
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sont du type de l’énoncé; il suffit de le montrer pour F(X, =); il 
il suffit même de montrer qu’on a, pour cette partie de F(X, =), une 
limitation O[L##+#-1-"(X, &)]. Or c’est ce que donnent d’abord la 
région 2L(X, A) << L(X, &), puis la région 2L(E, A) << L(X, €). Dans 
la région définie par les inégalités simultanées 2L(X, A) > L(X, &) 
et L(X, 2) << 2L(S, A) 16 L(X, Y), on a à limiter 


(an) 
of cb LAu2m (BA) | ay, ft avi |; 


ce qui, si À + est > m, nous donne encore la limitation annoncée; 

si l’on a À + p — m, ce qui est le minimum compatible avec nas hypo- 
16L(X, = |: 

L(X, =) 

ce qui est aussi O[ L’(X, Y)L#"(X, =)], et la limitation de l’énoncé 

en découle. Nous en avons donc fini avec la région L(Æ, A) << 8L(X, Y). 

La région L(E, A) > 8L(X, Y) donne pour F(X, =) — F(Y, =) une 


(m) 
part O[ L’(X, vf Lite-hin(E, A)|am|*-'dV,, ce qui entraîne 


encore la limitation de l'énoncé, car les inégalités À + #£h + 1 et 
u << m entrainent À +u+4k<m+h+1.Notre nouvelle proposition 
est établie. 

En se reportant aux travaux déjà cités, on verra que ces lemmes 
entrainent les propriétés dont il s’agit pour la solution élémentaire 
principale. Notre théorie est donc étendue aux problèmes visés dans 
le présent paragraphe. 


thèses, et l’on a alors s =1 et À — h, nous trouvons O| log 


3. Généralisation de la condition à la frontière. — Nous ne chan- 
geons plus rien maintenant aux hypotheses relatives à |’équation 
Fu = f, ni à celles qui regardent la frontière S du domaine @. Mais 
nous généralisons la définition de l’opération O. Soient 


T= 15 2, 2.) MT) 


les composantes contravariantes d’un tenseur donné sur S; ces com- 

posantes sont relatives aux paramètres ¢,. Nous désignons par Y un 

point donné sur S, et par Y, un point dont les m coordonnées sont de 
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la forme 


as) + Ours) (a= 1,2, 0, mo <k KI); 


“ 


Ya— (3 a,8 Og + Ly Ty 


les &, sont les cosinus directeurs de la normale extérieure, et nous 
supposons que le paramètre ¢ est positif et assez petit pour que Y, 
appartienne certainement à @. Soit encore 4 une fonction donnée 
sur 5. Nous posons 


(1) @u(Y)—lim 


t>0 


SERIES +(Y)u(Y), 

la limite devant être indépendante des termes O(t'*"). Dans le cas où les 
dérivées de u existent et sont continues en Y, cette définition coincide 
avec la définition antérieure (7, Chap. IV, § 2), sauf un changement 
dans la notation du tenseur donné sur &. 

Supposons que les T, remplissent des conditions de Hélder, et que 
les fonctions données et 9 soient continues sur S. Nous voulons 
trouver une fonction u, solution régulière dans ® de l’équation Fu = f 
(au sens du paragraphe précédent), continue dans (+-S et remplis- 
sant sur $ la condition Ou = 9. 

Sic est négatif ou nul en tout point de © — M, et si v est positif 
ou nul en tout point de S, on voit, comme dans le cas déjà traité ('), 
que les conditions homogènes #u =o et Ou =o n'ont que des solu- 
tions constantes. Si c ou Ÿ ne sont pas presque partout nuls, il n’y a 
donc que la solution zéro. 

Placons-nous donc dans ce cas particulier, | devant en outre remplir 
une condition de Hôlder. D’après le paragraphe précédent, nous pou- 
vons former une fonction de Green F(X, =), correspondant aux opé- 
rations # et © (?). Considérons la fonction 


(n—1, 
fe) “(= fi F(X, Bjo(B)dSs, 
3 
(') Voir i, IN, $3, qui renvoie à 4, IV, § 3. 
(*) Dans Ie cas où les problèmes homogènes ont des solutions non identiquement nulles, 
on peut, de différentes façons, introduire des fonctions de Green au sens élargi. Voir 


(EORGES BOULIGAND, GEORGES Giraup ct Paut DELENS, Le problème de lu dérivée oblique 
en théorle du potentiel, spécialement Deuxième Partie, IV, § 4. 


me mg Qi 
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où © est une fonction continue donnée. Nous allons démontrer qu’on a 
Ou— 9. 

SOI Vo Tel Li, Ci) changement de variables, biunivoque et 
de jacobien non nul dans ® +S; on suppose que les F y, existent et 
sont continus quand X n'appartient pas à ON, et que ces fonctions 
valent O(7*'), où r est la distance de X à S + OM. Il est alors évident, 
à cause des termes O(z'**) qui figurent dans les coordonnées de Y,, 
que notre problème se change en un problème du même type, relatif 
aux nouvelles variables, car les dérivées de y, remplissent des condi- 
tions de Holder avec l’exposant # ('). Nous en profitons pour nous 
ramener au cas où un point donné Y de S est intérieur à une région 
commune a S et à la variété x,, = 0, et ou, dans cette région de S, on 
a identiquement a,,,—=0(a= 1, 2, ...,m—1)(*); nous ne dimi- 
nuons pas non plus la généralité en prenant Y nour origine, et en 
admettant qu’on a en ce point 


T,=..-=Tmu=0, T,20, agg=o pour a8, aus 


RACE Deane, 078 Ye 


L’origine appartenant aS, on a [z, Chap. IV, § 6, formule (21) | 


2G(X, O) 


(3) FIX, 0) = ay 


(772—1) 
fe up G(X, B)N(B, 0) dS, 
as 


quel que soit le point X dans @ + S. Or nous avons 


(az) 


m 


An? 


G(X,0) = L-™(X, O) + O[L4*"(X, O)]  (h>0, m>3); 


pour éviter d’avoir a considérer séparément le cas de deux variables 
(m= 2), nous remarquons qu’on peut le ramener au cas de trois 
variables : il suffit de faire tourner le domaine plan autour d’un axe 
situé dans son plan, et qui ne rencontre pas la frontière; du fait qu'il 
est possible de traiter ainsi le problème, on déduira que sa solution 
est aussi donnée par la formule (2), où F est la fonction de Green rela- 
tive au domaine plan. Nous posons, en nous bornant done au cas où 


(1) h, Chap. II, § 10 et Chap. IL. 
(2) Poir h, IV, § 1. 
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l’on a m23, 
r(= — 1) | 
(4) G*(X, E)= A> {+L "(X,E)  (m23). 
An? 


Nous désignons d’autre part par F*(X, =) la fonction nommée F(X, =) 
- au Chapitre II, § 3, formule (6); comme dans ce passage, nous 
supposons ici que la dernière coordonnée E, de & est nulle; le para- 
mètre tang 0 — y qui figure dans la définition de F*, est pris égal 
à T,. En suppposant que X appartient a la région æ, > 0, nous appli- 
quons aux fonctions F*(A, =) et G*(X, A), toutes deux harmoniques 
par rapport à A, la formule de Green. dans la région définie par les 
inégalités simultanées 

_ am>0, L(O,A)<R, L(XA)>n L(E, A)>n; 
en faisant tendre R vers l'infini et n vers zéro, nous trouvons 
(5) F'(X E)=mG'(X, ©) 


(m—1) * = 
; OFYA-E) Lu, 0 G*(X, A) 
LR a am al as 


m 


w, étant la grandeur définie au Chapitre II, § 4. Appliquons mainte- 
nant la même formule, dans le même domaine, aux fonctions F*(A,& 
et G*(X’, A), où X’ est le symétrique de X par rapport à a, = 0; nous 


trouvons 

(m—1) " = 
(6)  o=w,G*(X', E) — f [ox EE de 
Am=0 dan 


ES AUX A) 
— F(A, 3) GA” hs Jess. 


Mais, pour £,,= a, — 0, on a évidemment 


G*(X, B)= G(x’, =), CCM AN EL OCR AN 
dam a» 
En ajoutant membre à membre les formules (5) et (6), nous trouvons 
donc 
(m—1) k Lal 
D F(X, Byam G(x, E)af GX MED à 
An 


S 
Ae 
da m 


Mass 


EQUATIONS A INTÉGRALES PRINCIPALES. DE 


Or, d’après ce que nous savons, on a w,[r + ®(0)]=r. D'autre 
ZE O) 
1— m de # Ace N(A, O) du point A. En comparant les formules 
(3) et (7), nous voyons donc que F*(X, 0) est la partie positivement 
homogène et d’ordre 2 — m de F(X, 0). 

Définissons maintenant les fonctions T,(v= 1, 2, ..., m— 1) et, 
au voisinage de O, en décidant que ces fonctions sont indépendantes 
de z,,. Alors la fonction 


part — est la partie positivement homogène et d’ordre 


HARAS = (X, O2, TO 5 (X, 0) + p(X)F(X,0) 


est égale au produit de +, par une fonction positivement homogène 
et d'ordre — m, ce produit étant augmenté d’une fonction 


O[LA# TX, O)T (70); 
le résultat est semblable quand on remplace O par un point voisin 


quelconque, situé sur la frontière. On en déduit, comme dans le cas 
où les T, sont tous ae que 


— Am (Yo 2 0Zm CV) HS des ay (Ye) + (You (Yo, 


ou u est défini par (2) et Y, est le me qui figure dans la définition 
de @, tend vers la limite 9(Y) quand ¢ tend vers zéro; de là résulte 
encore, à l’aide du théorème des accroissements finis combiné avec 
une étude sur l’influence des termes Oc"), que Ou = 9, ce que nous 
voulions démontrer. 

Si nous revenons maintenant au probléme général posé dans ce 
paragraphe, sans condition de signe pour c ni pour , et sans condi- 
tion de Hilder pour à, qui doit seulement être continu, sa solution va 
maintenant se ramener a celle d’une équation de Fredholm. Soit c— y 
une fonction continue et négative en tout point de @— M, et valant 
O(r'-'), et soit Ÿ — w une fonction positive, qui remplit sur S une 
condition de Holder. L’inconnue doit être dans @ une solution régu- 


lière de l'équation 
Fu—yu=f—-yu; 
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u doit être continu dans ® + S et remplir la condition 


Qu -œou—y—œu sur S. 


‘ 


Soit F(X, =) la fonction de Green relative aux opérations Fu — 7 
et Ou — wu; d’après ce qui précède, on a 
(m) 


(8) u(X) == F(X, A) [f(A) — 7(A)u(A)] dV, 
@ 


(72 —1) 
+f F(X, B)[o(B) — »(B)u(B)] dSx. 
s 


Réciproquement toute solution de cette équation de Fredholm est une 
solution de notre problème. 

On peut ainsi construire des fonctions de Green (') sans supposer 
que Ÿ remplit une condition de Hélder. | 


4. Signe d'une certaine fonction. — Prenons pour origine un point 
donné O, situé sur S. La partie positivement homogène et d'ordre 2— m 
de F(X, O) est positive et non nulle, tant que X est situé dans le plan 
tangent à S en O, ou du méme côté de ce plan que la normale intérieure; 
F signifie, dans cet énoncé, la fonction de Green d’un probleme de 
notre tvpe (*). En effet cette partie de F ne dépend que des valeurs 
prises en O par les fonctions a, 4 et T,; nous supposerons donc que c 
est négatif en tout point de M—M et que Ÿ est positif sur tout S. 
Dans ce cas, si Æ appartient à D, F(X, =) est positif quel que soit X, 
car il en est ainsi quand X est assez voisin de Æ, et la fonction ne peut 
atteindre un minimum négatif ou nul ni dans @ ni sur S. Si = vient 
en O, qui appartient aS, la fonction F(X, O) est done positive ou 
nulle, quel que soit X. Donc la partie positivement homogène et 
d'ordre 2 — m ne peut être nulle part négative, dans les conditions 
énoncées, Mais, moyennant un changement de variables, cette partie 
est identique à la fonction F(X, O) du Chapitre I], $ 3, formule (6), 
qui est harmonique dans la région +,, > 0 ; or cette dernière fonction, 
qui n'est pas identiquement nulle,ne saurait atteindre nulle part un 


(') El même des fonctions de Green au sens élargi. 


: Cela subsiste pour des fonctions de Green au sens élarei. 
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minimum nul; elle est donc toujours positive, ce qui démontre notre 
proposition. 


5. Fonctions d'un point d'une variété. — Jusqu'à présent, nous 
avons considéré des fonctions d’un point de l'espace ordinaire. Mais il 
n’est pas plus difficile de considérer le cas où le domaine borné @ 
auquel nous avons affaire, appartient à une variété %, sur laquelle nous 
ferons les mêmes hypothèses que dans un autre travail ('). L’équation 
Hu = f du type elliptique devra satisfaire aux hypothèses du travail 
cité, qui reviennent à celles du début de ce chapitre quand se réduit 
à l’espace euclidien. Les hypothèses sur S seront les mêmes que jus- 
qu'à présent; si Y est un point de S, Y, aura pour coordonnées m 
quantités de la forme y, — t( Zea og + Sry 2) + O(t'**), où les 

y 

T’ sont les composantes contravariantes d’un tenseur; l'opération 0 
se définit alors comme plus haut, et nous supposons que les T’ rem- 
plissent des conditions de Hélder, et que Ÿ est continu, ainsi que le 
second membre + de la condition Ou = 9. Il est inutile de reprendre 
les raisonnements. 
On pourra aussi, grace à l’artifice de symétrie employé dans le 
travail cité (?), traiter un problème mixte. On suppose que la frontière 
du domaine borné ®, situé sur une variété à mn dimensions, se com- 
pose de deux parties ouvertes S et G, à m—1 dimensions, et de leur 
frontière commune €; ces ensembles S, 8 et € doivent satisfaire aux 
mémes hypothéses que dans le travail cité, et en particulier on doit 
avoir, le long de €, 2, ,a*° ow, ©, = 0 où les w, et les wg sont les cosinus 
directeurs des normales à & + € et à S+ C respectivement; de plus 
l’angle formé par S et & n’est pas rentrant. On donne sur & soit les 
valeurs, continues et continüment dérivables, de wu, soit une condition 
du type de Neumann, c’est-à-dire une condition du type actuel avec 
Di 1, :,...,/1—-1); sur Gon donne soit les valeurs, con- 
tinues et continüment dérivables, de uw, soit une condition du type 


(1) Problèmes mixtes et problèmes sur des rariélés closes, relativement aux Equations 
linéaires du type elliptique (Ann. Soc. polenaise Math. 1. 12, 1934, p. 1 à 54); nous 
empruntons à ce travail quelques notations. 

(2) Chapitre II. 
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actuel, pourvu qu’on ait sur € 


+. (ty, paramètres relatifs à &). 


Pour la solution, il suffit de renvoyer au travail cité. Il est en réalité 
inutile de rien supposer sur’ le raccordement des deux sortes de 
données le long de €, pourvu toutefois qu’on adopte les définitions 
qui seront exposées dans un autre travail, où seront considérés des 
points de discontinuité, formant des variétés à m — 2 dimensions (*). 


(1) Résultats annoncés dans la Note Sur une nouvelle généralisation des questions rela- 
tives aux équations du type elliptique (Comptes rendus Acad. sciences, t. 198, 1934, 
p. 885 à 887). 
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CONGRUENCES DE SPHERES 


DONT LES DEUX NAPPES DE L’ENVELOPPE 
SE CORRESPONDENT AVEC EQUIVALENCE OU APPLICABILITE 


ET 


PROBLEMES DE DEFORMATION ASSOCIES 


Par M. P. VINCENSINI. 


Introduction. 


Considérons une sphère variable (2) dépendant de deux paramètres, 
dont le centre P(a, y, 3) décrit une surface (S), et dont le rayon R 
est une fonction déterminée des deux variables u, ¢ fixant P sur (S). 

L’enveloppe de (£) lorsque P varie se compose, en général, de deux 
nappes distinctes (c) et (o'), les points de contact M et M' de la sphère 
avec son enveloppe étant symétriques par rapport au plan tangent 
en P a(S). | 

L'étude de la correspondance que les points P, M et M’ établissent 
entre les trois surfaces (S), (a) et (9') a déjà donné lieu à d'impor- 
tants travaux, et de nombreux résultats ont été obtenus principale- 
ment par Ribaucour, Bianchi et M. Drach. Mais le sujet est loin d'être 
épuisé. 

Dans ce Mémoire j'étudie les congruences de sphères pour lesquelles 
la correspondance que les points M et M' établissent sur (9) et (9') est 

Ann. Ec. Norm., (3), LIII. — Fase. 1 6 
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une équivalence (conserve les aires des éléments superficiels) ou 
une applicabilité. 

Le premier problème me semble nouveau. .L’application des 
méthodes réguliéres systématiquement employées dans les ouvrages 
classiques de G. Darboux ou L. Bianchi peut conduire à sa solution, 
mais les développements auxquels on est ainsi conduit, outre qu’ils 
exigent des calculs souvent trés laborieux, ne mettent pas en evidence 
certains résultats géométriques importants, telle par exemple la diffé- 
rence profonde qui existe entre les cas où la correspondance entre les 
points M, M' est dzrecte ou inverse ('). 

J'applique à la mise en équation du problème quelques-unes de 
mes recherches antérieures sur les congruences rectilignes, à l’origine 
desquelles se trouve la formule bien connue de Kummer, relative à la 
densité d’un pinceau infiniment délié de x? rayons en un point 
quelconque du rayon moyen. 

Le second problème (nappes de l'enveloppe applicables) peut ètre 
considéré comme un cas particulier du problème général (étudié par 
Darboux) de la recherche des congruences de sphères dont les deux 
nappes de l’enveloppe sont en correspondance conforme. M. Lebel(?) 
en a fait une étude directe et a indiqué une solution particulière. En 
considérant l'application de deux surfaces comme une trans formation 
conforme conservant les atres, je traite la question dans toute sa géné- 
ralité et je suis ainsi amené à conclure que la solution de M. Lebel est 
la plus générale. 

Je donne ici un résumé du contenu du Mémoire. 

Au paragraphe | je rappelle les propriétés essentielles des pinceaux 
de rayons, j'en déduis une formule générale [formule (1')] que 
j'applique à la détermination des propriétés caractéristiques des con- 
gruences de sphères déterminant sur les deux nappes de l'enveloppe 
des correspondances avec équivalence des éléments superficiels 
homologues, et j'indique diverses propriétés de ces congruences. 

Les paragraphes 2 et 3 sont consacrés à la mise en équation du 
problème et à l'étude des différences existant entre les deux cas où la 


SS 


(') Pour la définition des correspondances directes et diverses, voir le paragraphe 4. 
(*) Journal de Mathématiques, t. XV, 1936. 
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correspondance entre les deux nappes est directe ou inverse. Le cas 
des congruences de sphères de rayon constant donnant des corres- 
pondances avec équivalence ou, plus généralement, avec proportion- 
nalité des éléments superficiels homologues est spécialement 
examiné. 

Les congruences réalisant une correspondance avec équivalence 
inverse des éléments superficiels sont arbitrairement dé formables avec 
la surface des centres (déférente); c'est-à-dire que l’on peut défor- 
mer arbitrairement cette dernière surface, chacun de ses points 
entrainant la sphère associée, sans que la nature de la correspondance 
change. Dans le cas des correspondances directes, la déformation 
arbitraire de la déférente n’est plus possible en général. La recherche, 
faite au paragraphe 4, des congruences éventuelles pour lesquelles la 
déformation est possible, conduit à un résultat négatif, et met en 
évidence des congruences à nappes focales curvilignes, se correspon- 
dant avec égalité des arcs, et conservant cette propriété dans une 
déformation arbitraire de la déférente. 

Au paragraphe 5 je donne la solution complète du problème de la 
recherche des congruences de sphères à nappes de l’enveloppe appli- 
cables, l'applicabilité ayant lieu par les points de contact correspon- 
dants. 

Au paragraphe 6 je détermine toutes les congruences de sphères 
donnant sur les deux nappes de l'enveloppe des correspondances avec 
égalité des éléments superficiels, dont la déférente est une dévelop- 
pable. Revenant ensuite au cas général, je montre comment des con- 
sidérations purement géométriques permettent d'expliquer des cas 
analytiques de réduction bien connus des équations aux dérivées 
partielles linéaires du second ordre (du type elliptique ou hyper- 
bolique) dont dépend le problème des correspondances directes 
auquel je me limite dans la suite. Le problème des correspondances 
inverses, en, général plus difficile, dépend d’une équation de Monge- 
Ampère, trés analogue à l'équation générale du problème de la défor- 
mation des surfaces. 

Le paragraphe 7 traite du cas où la déférente est une surface 
minima. L'équation du problème affecte alors la forme de Laplace, et 
peut toujours étre ramenée à avoir ses invariants égaux. Je montre que 
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cette circonstance analytique est liée au fait que les lignes asympto- 
tiques des surfaces minima forment un système orthogonal isotherme, 
et j'étudie un cas d’intégrabilité complète. 

Au paragraphe 8 j’étudie les congruences dont la déférente est à 
courbure totale constante. Ici l'intégration complete est toujours 
possible dès que la déférente est connue. Dans le cas où la déférente 
est une sphère, je ramène le problème à la détermination des surfaces 
que Weingarten, dans la méthode qu'il a proposée pour la recherche 
des surfaces applicables sur une surface donnée, a associées au para- 
boloide de révolution. 

Enfin, au paragraphe 9, j’établis deux relations métriques remar- 
quables, liant le rayon de la sphère variable et les rayons de courbure 
principaux des deux nappes de l’enveloppe en deux points correspon- 
dants, caractéristiques des deux types distincts qui font l’objet de ce 
Mémoire. 


1. Formule de Kummer et conséquences. — Soient (C) une con- 
gruence rectiligne quelconque, D l’un quelconque de ses rayons. 
Envisageons un pinceau infiniment délié, constitué par un ensemble 
de x? rayons de la congruence voisins de D et contenant D à son inté- 
rieur (D sera dit le rayon moyen du pinceau), et le cône infiniment 
délié formé -par les parallèles issues d’un point fixe O aux rayons du 
pinceau précédent (dont le rayon moyen est la parallèle O3 à D). 

M étant un point quelconque de D, considérons le plan perpendicu- 
laire en M à D et soit ds l’aire de la section faite par ce plan dans le 
pinceau de rayon moyen D. Soit de même dé l'aire de la section du 


x x ee | de 
cône de rayon moyen à par la sphère unité de centre O. Le rapport as 


est ce qu’on appelle la densité du pinceau considéré au point M. 

Les droites D et 6 étant orientées positivement dans le méme sens 
(quelconque d’ailleurs), convenons de dire que le rapport des éléments 
d’aire de et ds est positif si, lorsque le point où le rayon générateur de 
la surface réglée qui limite le pinceau envisagé coupe le contour de ds 
décrit ce contour en tournant dans un certain sens autour de D, le 
point homologue de la sphère unité décrit le contour de de en tournant 
dans le même sens autour de à. 

Dans le cas contraire, le rapport sera considéré comme négatif. 
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Si, dans ces conditions, on désigne par 7, et r, les distances algé- 
briques MF et MF’ du point M de D aux deux foyers situés sur D, ona 
ds 
de 
M’ étant un autre point quelconque de D et ds’, r,, r, les quantités 
analogues à ds, r,, r,, on peut écrire la relation (de Kummer) 


ry Ta— 


2 oes 


fe LEE 


(i) FT. ds' 


Considérons maintenant deux surfaces quelconques (5) et (s') cou- 
pant tous les rayons de la congruence (C), et faisons se correspondre 
deux à deux les points M et M’ où un même rayon de (C) coupe (6) 
et(a’); nous établissons ainsi une correspondance ponctuelle entre les 
deux surfaces. Un pinceau infiniment délié quelconque de la con- 
gruence, de rayon moyen D, détermine sur (5) et (o’) deux contours 
fermés infiniment petits limitant deux aires infiniment petites dc 
et do’. 

Si, lorsque M décrit dans un sens déterminé le contour de do, M 
et M’ tournent dans le même sens autour de D, nous dirons que la 
correspondance établie par (GC) entre les deux surfaces (5) et(o') est 
directe; la correspondance sera dite inverse dans le cas contraire. 

Dans les deux cas, ds et ds’ étant les aires des sections du pinceau 
considéré par les plans perpendiculaires en M et M’ à D, 0 et 0’ les 
angles aigus formés par les normales en M et M' à (c) et (c’) avec D, 


nous aurons 
ds = ds cosb, ds' = do cos’, 

d’où, d’après (1), : 

; dar COS Tir, 
i) aa teat TPA 

Appliquons la formule précédente au cas où (2) et (c’) sont les deux 
nappes de l’enveloppe d’une congruence de sphères, (C) étant la 
congruence formée par les droites joignant les points de contact M 
et M’ d’une même sphère (2) avec (c) et (a). 


On a alors 
= 0 
et par suite 
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Si la congruence est l’une de celles dont nous nous proposons de faire 
l'étude, c’est-à-dire pour lesquelles la correspondance établie par les 
points M, M’ sur les deux surfaces (5) et (o’) est une équivalence 
superficielle ou, d’une façon plus particulière, une applicabilité, on 
aura 

hat.) Get 


genie ES Dg 
as do 


Si alors on désigne par I le milieu de MM'[ point d’intersection du plan 
tangent de la déférente (S) au centre P de la sphère (£), avec la 
droite des contacts M, M’], et par ¢,, 0. les abscisses (comptées à partir 
du point I) des deux foyers de la congruence des cordes de contact 
situés sur MM’, ona 


et par suite 
(2) (TM. ,)(T 1 oe) 
oY 


\ 
(IM — o,)(IM — p,) 


+ si la correspondance entre les deux nappes est directe — si elle 
inverse. 
Dans le premier cas la relation précédente s’écrit 


(3) Ps + P20, 


ef elle exprime que les deux foyers F et F’ sont symétriques par rapport 
au poënt | (par rapport au plan tangent à la déférente). 

Dans le deuxième cas on obtient 
(4) 7; Oy == IN. 
L'un des foyers est symétrique, par rapport au point |, du conjugué har- 
monique de l'autre par rapport à la corde des contacts MW’. 

Les conditions (3) ou (4) sont suffisantes pour que les deux nappes 
une enveloppe de sphère se correspondent avec équivalence des élé- 
ments superticiels homologues; mais pour l'applicabilité, il faut 
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exprimer en outre que la correspondance entre les deux nappes est 
conforme. 

Si, pour une congruence de sphères, les deux relations (3) et (4) 
sont simultanément vérifiées, il n’existe plus de correspondance 
superficielle entre les deux nappes de l'enveloppe; celles-ci se 
réduisent à des courbes. 

Les formules (3) et (4) nous permettent de faire, dès à présent, une 
remarque importante. 

Dans un Mémoire antérieur (') nous avons établi les propositions 
suivantes : 


a. Étant donnée une congruence quelconque (C) dont les rayons sont 
perpendiculaires aux plans tangents à une surface quelconque (S), si 
l’on déforme (S) arbitrairement, chaque plan tangent entrainant le 
rayon associé de (C), le produit o,0, des distances algébriques des 
foyers situés sur un rayon quelconque de (GC), au plan tangent corres- 
pondant, reste invariable. 

b. La seule relation entre les distances p,, p, (autre que celle rela- 
tive a l’invariabilité du produit o,¢,) susceptible d’être conservée par 
déformation arbitraire de (S) est p, + 9, =o. (S) est alors applicable 
sur une surface spirale, et la congruence (C) associée est formée par 
les perpendiculaires aux plans tangents, menées par les centres de 
courbure géodésique des trajectoires orthogonales des spirales gauches 
déformées issues des points de contact. 


On sait d’autre part que les points de contact M, M’ d’une sphère 
quelconque d’une congruence avec les deux nappes de l’envelope, 
conservent sur la sphère (donc aussi par rapport au plan tangent à la 
déférente issu du centre) des positions invariables lorsque la déférente 
se déforme arbitrairement en entrainant les sphéres associées. 

Cette dernière remarque, jointe à la proposition a, montre que si, 
pour une congruence de sphères, on a 


(1) Sur la déformation des surfaces et sur quelques propriétés des surfaces spirales 
(Bulletin de la Société mathématique de France, t. LIX, 1931). 


4 % 
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cette relation subsistera lorsqu'on soumettra la déférente à une déforma- 
tion arbitraire. 

Ainsi : les congruences de sphères déterminant sur les deux nappes de 
l'enveloppe des correspondances inverses avec équivalence des éléments 
superficiels homologues, restent telles lorsqu'on déforme arbitrairement 
la déférente. 


Il n’en est plus ainsi si la correspondance entre les deux nappes de 
l'enveloppe est directe (9, + p, —0). Si la déférente est quelconque, 
la conservation de la relation 9, + p, — 0 par déformation arbitraire 
de cette déférente est impossible; elle ne peut éventuellement avoir 
lieu [ d’après (5)] que pour des congruences admettant pour déférentes 
des déformées de surfaces spirales. 


2. Congruence des cordes de contact d'une enveloppe de sphères. 
— En vue de la recherche des équations définissant les congruences 
de sphères qui font l’objet de ce Mémoire, nous allons former l’équa- 
tion donnant les abscisses des foyers de la congruence des cordes de 
contact d’une enveloppe de sphères, l’origine sur chaque corde étant 
le pied de la corde sur le plan tangent correspondant à la déférente. 

Les différents auteurs qui ont eu à utiliser cette équation l’ont éta- 
blie en particularisant le système de coordonnées curvilignes choisi 
sur la déférente. Nous laisserons ici à ce système toute sa généralité ; 
l'introduction des dérivées secondes covariantes du rayon et de ses 
paramètres différentiels des différents ordres relatifs à l'élément 
linéaire de la déférente, permet de donner aux coefficients de l’équa- 
tion des formes condensées particulièrement remarquables. 

Désignons par æ(u, 6), y(u, v), s(u, e) les coordonnées d’un point 
quelconque P de la déférente (S), R(u, e) le rayon de la sphère (2) de 
centre P, M et M' les points où (2) touche son enveloppe, I le milieu 
de MM’. Soient en outre 

ds*= E du +2F du dv + G dp, 
— S dX dx =D du? + 2D! du dy + D" dp?, 


les deux formes fondamentales de (S); X, Y, Z désignant les cosinus 
directeurs de la normale en P a(S), c'est-à-dire du rayon MM’ de la 
congruence des cordes de contact. 
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Les coordonnées du point I sont ('): 


 É=z—-RA(z,R), 
| DEN RA(y, R), 
¢=s —RA(z, R), 


(9) 


et l’on a: 


(6) IM=— IM’= R /1— AR, 
les paramètres différentiels étant relatifs à la première forme fonda- 


mentale de (S). 

Les deux nappes de l’enveloppe ne sont réelles et distinctes que 
si AR < 1. 

L’équation aux abscisses IF = 0,, If’ =, des foyers de la con- 
gruence des cordes de contact est 
(7) Og a FF rhea AS yes. ey pres — Sf 0, 


où l’on a posé 


__@ox & _@oXx & 
| No SE de 
| 1 OX dE a OX, dE 

(8) econ 77 = % 


Genes) RO xs , Q fax) 
e=((S)" MN AR de" 3=(%) 


En posant H — VEG —F?,ona 


ox I : on ay 
9 Es 
Ox. ae été NOT 25 be 0x 
O = [en ep 32 + (For ED) S|, 
d’où 
os i: [GD?— 2 FDD'+ ED’, 
(10) $= GP" — 2FD’D’+ ED”], 


F = 5, [GDD’ + ED'D'— FDD'— FD*]. 


LOG EE ey et I i EE ee Ee a Rd Se LY RR a eR 


(1) Voir par exemple L. Brancui, Geometria differenziale, t. II, p. 93. 
Ann. Ec. Norm., (3), LI. — Fasc. 1. 7 
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Calculons e, f, f', g: 
NOX OF OX Ox oR R ox Ja R 
du % _ OM oe _ AGS Se AC, es Noa Ou i, Fi, 
Sind dow ornes saan hres État EE Pe ees Bs Peat 
JE Sakae bsp opin greece «pamaciots LPS ous s out ACT <-> ta een 
D ee PM aus 2 ONE 0 se eee ee 
On a 2) 
X Ox 
du du ve. 
OX 0x  QaAX Ox — _p 
de Ou Wou ov : 
OX dx - 
Ov po D ’ 


d'autre part, 


E dx OK (5 OR Ox x) Ox OR 


pam A = a 
eon ae ov Os du di de du du du 
EE a ee a eS eae ae Per” 
ARS Ris ee ee Le 0. CR RS À 


Ea introduisant les dérivées secondes covariantes de R, 


a oR fa Qi OR (fs “ick 


Oe la \ du | à ( de’ 
POUR fr 2)0R _ (1.2) dR. 
a dudv | 1 | 0e 0 l'a -j-dà 
OR _(2210R (2 2)0R 
dt | | La fo? 


R, 


Rae as 
* 1 [du 


ott les : ni sont les symboles de deuxiéme espéce de Christoffel, 
OF OF, oF ok OF oF 
G— +F- ok ’ F ak 
ere ae du Ov du MALTE du da du “Ov 
tad yt fel TE ; A La IE 
dE rfoôB OG OE 
5 Gi -- I palate 
wee leet Ov du ED TR L du ma de 
das ae air . fe 2H / 
OG _ OF OG .0G OG OF 
Pes AG ert yay ro er 
ca aaa av av du 2 2} "Oe à du Ov 


ee ers LES Ma 2 | ae 
pers 2 HE est CUP lege, + het ile act 408 


ÉTUDE DES CONGRUENCES DE SPHÈRES. 51 


on trouve pour les dérivées des paramètres différentiels mixtes, les 
expressions 


ET R)— ie ie CEE bre “he Ox 


H? Ou H? ov 
TT 7 (G5, FS.) D+ (ESS FSD )DIX, 
TA, de À 
ACs, Re Rire una Oe Es j 
ia ie = (Se eta de (HR ee 
eyed ay (655 — FG, )2'+ + (ESD — P52) pil, 
2 aly, Roanne ees rm ee eee : 
As, ee pi hi ge OE i Lae, 


d’où l’on déduit 


R pp — GD ) + CRyFD ED?) 
dv 


ox a 

ae A(z, hi TE » 
ox ED = GD’) + D (FD ED’) 
== A(z, C8 oe eh cs, 
ov HH? 

Ox 9 __ (FR, -— GR,,)D + (FR,, — ER,,)D’ 
ox 0 __ (FR,,-- GR,,)D + (FR, - ER,.)D’ 
BL a A(2, Ric MERS RIT NE ined | a EE > 
DRAG a. (FR,,— GR,, ) D’+- we As VL) 
Groen ie 
ox 0  A(4 CR Ra) D (Fa ERD" 
ov 0 EVE (2 , R)= H? 
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et, en portant dans les expressions dee, f, f', & 
(Sc) (FD’ -— GD )+ abet RED — ED’) 


DE 
4)D + (FRu— ER,)D"], 


e=—D— 


12 


7 28 — GD ) + (5) (FD — ED’) 


: du 0 
f=-D'— TE 
Tr R,,— GR,,)D + (FR,,— ER,,)D’ }, 
(11) 
| pas (FD! — Gp’) + À oR (FD'—E ED") 
f'=-D'— SOU ob tt Se — —— 
R ” 
ye LFRe- GR,,) D’+ (FR — ER,,)D"), 
se UE GD’) + (5) (FD'— ED") 
g—=—D'— e 


H? 
R : 
ET pz LCF Res — GR) D’ + (FR — ER:)D ty 


Nous avons maintenant tous les éléments nécessaires au calcul des 
coefficients de l’équation (7). Les relations (10) donnent d'abord 


RE [DD'— D2}—K:H!, 


it 
K désignant la courbure totale de la déférente au point P; (10) et (11) 
depen ensuite 
(FFE MES 
a K| [AR + (Se) a Gp 
3 OR AR | aR à) 
(RR + Te So —F)D + | RR. + (Ss )- —E|p r 


Enfin, en tenant compte des expressions de A,R et A,,R, 5 
ER,, — 2FR,,+ GR,, 
H? : 
Ry, Ry. — (R,,)° 
TE 3 


ATH 


A Ra 


test. 
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on déduit des expressions (11) 


eg — ff'= KH?) 1— AR — RA,R 
oR\? R 2 
CE ee ears 
+-R?A,,.R+R ne Z 


L’équation (7) s’écrit donc finalement 


aad oR 
(2) Kp + pry [BRe+ (3) — -G]p 


OR OR i aR 
—a(RR.+ TE oe ~F) D+ [BRA + (55) - B| plo 


R?A,,R — RA,R + 1 — AR 


0R \? OR OR oR\? 
(5) Ry— PE Oo us + (5) a 


R = 
2e ME oO. 


_ La somme et le produit des racines ont pour expressions 


oR R 
(13) Pat Pr — Ep ILE ~6|p — 2(RRa+ GE So —F)D 


LR (aa) = |} 


R,4,,R — RA,R-+1— AR 


(14) Pile a 
oR\? 0R OR OR\? 
i (Ss) a ? Qu OP Ru (5) Re: 
H? : 


Nous constatons, conformément aux propositions générales énoncées 
à la fin du paragraphe 1, que le produit o,¢,, ne contenant dans son 
expression que des quantités indépendantes des coefficients de la 
deuxième forme fondamentale de la déférente, reste invariant par 
déformation arbitraire de celle-ci, tandis que la somme 0, + p, dépend 
de la forme particulière qu’affecte la déférente. 
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L’invariance du produit ¢,¢. dans le cas des congruences formées 
par les cordes de contact des enveloppes de spheres a été signalée, 
dès 1925, par M. J. Drach dans un Mémoire Sur les surfaces enveloppes 
de sphères et la déformation des surfaces (Comptes rendus du Congrès 
des Sociétés savantes). 


3. Congruences de sphères déterminant sur les deux nappes de 
l'enveloppe des correspondances avec équivalence des éléments super- 
ficiels homologues. — L’équation définissant les congruences de 
sphères admettant pour déférente une surface donnée (ou, simple- 
ment, dont on connaît le ds”), et qui déterminent sur les deux nappes 
de l’enveloppe des correspondances énverses avec équivalence des élé- 
ments superficiels, s'obtient en remplaçant dans l'équation 


Pa Pa — — IM , 


0,0. par son expression (14) et IM par son expression (6). On trouve 
ainsi l’équation aux dérivées partielles du deuxième ordre en R, du 
type de Monge-Ampère, 


(15) R?A,, RR — RA,R + (KR?+ 1) (1 — AR) 
OR \: OR OR OR \? 
(5) ah ? du Ov Rist (57) Res 
+ R oe A ite ak, FREE Au srl — © 


Les congruences a nappes focales de l’enveloppe réelles et distinctes 
correspondent aux solutions de l’équation (15) pour lesquelles AR <1. 


Si l’on effectue le changement de fonction inconnue e = = R?, l’équa- 


4 


tion (15) se simplifie et se transforme en 


(19°) A,.e — A,o — K(Ao — 2p)+1—o. 


(15°) se déduit de la deuxième équation de l'applicabilité pour la défé- 
rente en changeant le signe devant K. Avec la fonction 9, la condition 
de réalité des deux nappes de l’enveloppe s'écrit Ap < 20. 

Si la correspondance entre les deux nappes de l'enveloppe est directe, 
l'équation définissant les conguences de sphères cherchées admettant 
pour déférente une surface (et non plus seulement un ds?) donnée, 


SIS ae 
hey 
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ap : * 
s'obtient en annulant le second membre de la relation (13). On trouve 
ainsi l’équation du deuxième ordre enR: 


(16) | BR. + (Se) - G|p 


OR OR £ 
GT 2[ RR, |p + Lie (se) > | D'— oO. 


Ou ov du 


Si l’on pose - R* = ¢, l'équation prend la forme 


(16’) P22 D — 20,,D’-+ 0,, D” 


où 4€ représente la courbure movenne de la déférente 


baa tus eh GDS DID; 
SS SS |) 


TRI H? 
R, et R, étant les rayons de courbure principaux. 


Congruences de sphères de rayon constant. — Avant d’entrer dans le 
détail de la recherche de congruences de sphéres déterminant sur les 
deux nappes de l’enveloppe des correspondances par aires équivalentes, 
nous ferons quelques remarques sur celles de ces congruences dont 
le rayon de la sphère génératrice est constant. 

Exprimons que les équations (15) et (16) sont vérifiées pour 
R — a — const. ; nous obtiendrons ainsi les déférentes des congruences 
de sphères de rayon constant a déterminant sur les deux nappes de 
l'enveloppe (surfaces parallèles) des correspondances par aires équi- 
valentes. 

Toutes les dérivées ordinaires et covariantes de R étant nulles, 
l’équation (15) se réduit à 

: Ka+ir—=o, 
et prouve que, lorsque la correspondance est caverse, la déférente est 
une surface quelconque à courbure totale constante négative ( = “ :) . 
De même, l'équation (16') se réduit a 


BEES OF 


et exprime que la déferente des congruences de spheres de rayon cons- 
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tant déterminant sur les deux nappes de l'enveloppe une correspon- 
dance directe par aires équivalentes est une surface minima arbitraire. 

Dans ce deuxième cas, le rayon constant de la sphère centrée en 
chaque point de la déférente est quelconque. 

Les deux types de congruences de sphères précédents sont des cas 
particuliers des congruences de sphères de rayon constant déterminant 
sur les deux nappes de l’enveloppe des correspondances par aires pro- 
portionnelles. 

L’équation aux dérivées partielles des congruences de sphères 
(de rayon variable) ayant pour déférente une surface (S) donnée, 
déterminant sur les deux nappes (c) et (o’) des correspondances par 


do 
second membre de l’équation (2) du paragraphe 1 par m. On obtient 
ainsi 


aires proportionnelles E = ia const. |; s'obtient en remplaçant le 


(17) IM + (=) Cou + ea)IM + pipe 0, 

où IM, Pi + £a et 9,0, ont les expressions (6), (13) et (14). 
L’équation définissant les déférentes des congruences de sphères 

de rayon constant a appartenant au type actuel, s’obtient en rem- 

plaçant dans (17) R par a; on trouve 


,, a fitm GD — 2FD’ + ED’ I 
a+ x ( FS poh dea 


K \1—m H? 


GD — 2FD’+ ED” 
Sanna Cee 
de la déférente; en désignant par R,, R, les rayons de courbure 
principaux de cette dernière, l'équation ci-dessus peut s’écrire 


K est la courbure totale et — la courbure moyenne 


I+ me 


RR, — a( )(RAR,) + ao. 


i= mm 


Les déférentes des congruences de sphères de rayon constant 
déterminant sur les deux nappes de l’enveloppe des correspondances 
par aires proportionnelles sont définies par les équations de la forme 


(18) RR+A(R +R) + a —0, 


où À et a sont deux constantes. 
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a est le rayon des sphères de la congruence; le rapport m des aires 
homologues, défini par l'équation 


a pour valeur 


il est positif (correspondance directe) si A? > a’, négatif (correspon- 
dance inverse) si À? < a?. 
Pour A == a (pour minfini ou nul) la relation (18) s’écrit 


(Ry @) (À; ayo, 


et l’on obtient le cas banal où la déférente est une surface canal de 


rayon a. 
Pour À— 0 ou A= © (m = 1) on retrouve les déférentes à cour- 


Là 4 I . . 
bure totale constante négative (- =) ou minima. 


Eu égard aux deux nappes de l’enveloppe de l’une des congruences 
de Mere qui viennent d’être déterminées, nous énoncerons le 
résultat suivant, facile a vérifier : 

Considérons l’ensemble formé par une surface réelle (S) à courbure 


totale constante quelconque (4 :) et les deux surfaces parallèles (Z,) 


et (2) à courbure moyenne constante (+ =) que le théorème bien 


connu d’O. Bonnet lui associe [(£,) et (Z,) sont équidistantes de (S), 
réelles si la courbure de (S) est positive, imaginaires si elle est 
négative |. 

Tout couple de surfaces parallèles à (S), (2,) et (2), partageant 
harmoniquement les portions de normales communes à (£,), (2,) limi- 
tées aux deux surfaces, fournit les deux nappes de l’enveloppe d’une 
famille de sphères de rayon constant déterminant sur ces deux nappes 
une correspondance par aires proportionnelles. 

On obtient ainsi les enveloppes de toutes les congruences de sphères 
du type envisagé. La correspondance entre les deux nappes est directe 
ou inverse suivant que la courbure totale de la surface initiale (S) est 
positive ou négative. 

Ann. Ec. Norm., (3), LUI. — Fase, 1. 8 
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Nous avons déjà fait observer que la seule relation entre p, et ¢, 
(en dehors de la relation obligatoire traduisant l’invariance du pro- 
duit 9,¢,) susceptible d’être conservée par déformation arbitraire de 
la déférente est 5, + ¢, =o. Il résulte de là et de la forme de l’équa- 
tion (17), que si m4+1, il est impossible de déformer arbitraire- 
ment la déférente en conservant la proportionnalité des éléments 
d’aire homologues. 

Pour m= —1 (correspondance inverse par aires équivalentes) la 
déformation est possible, quelle que soit la déférente, et quelle que 
soit la congruence de spheres associée. 

Pour m—1, la déformation arbitraire de la déférente n’est possible 
que pour les congruences, que nous allons rechercher au numéro 
suivant, pour lesquelles, par déformation arbitraire de la déférente, 
on a constamment ¢,-++ :,— 0 sur chaque corde de contact. 


4. Congruences de sphères arbitrairement déformables avec 


conservation de la relation :,+ ¢, — 0. — Ces congruences, que l’on 
obtient en annulant les coefficients de D, D’, D’ dans l'expression (13) 
de :,+2,, sont définies par le système suivant, vérifié par les coeffi- 
cients de la première forme fondamentale de la déférente (S) et le 
rayon R(u, 6) de la sphère génératrice : 


RR,, + (sr): E=o 


du, } 
OR OR 
(19) RR,, + pe ta 7 Fi =} 
RR,, + (55) = G0: 
ide , 


Rapportons (S) à un système orthogonal (4, ¢), choisi de telle facon 
que les courbes (+) | w= const.] soient orthogonales aux rayons de la 
sphère variable aboutissant aux deux points de contact. On a dans ces 


conditions 
ds*= EE du + G ds, 


et, devant rester constant lorsque le centre de la sphère décrit une 
courbe (+), sera uniquement fonction de uw. Le système (19), développé 


SATA 
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en tenant compte des expressions des R,; rappelées au paragraphe 2, 
s'écrit alors 


Rar 1 JE, OR (Se) -E= 


du? 2E du du du 
1 OE OR 
2E op ou”? 
1 0G,,0OR ob (2) 
aE du, Ou SE 7 


La deuxième équation donne (R ne pouvant être constant) 


OE 
er 


On ta Fee 


E est donc une fonction de wu que, moyennant un changement sur le 
paramètre uw, on peut réduire à l’unité. On a alors 


ds?= du? + G dr*?. 
et le système à résoudre se réduit à 


Ô OR 
du (RS, ) — I— 0, 


1 0G/,, 0R 
2G du irs y, 


(20) 


r==10") 


La première équation (20) donne 


Bo ou + D (&, — const. ), 


d’où, d’après la seconde, et en disposant du paramètre ¢, 


Guen). 


En ajoutant une constante aw, on peut prendre 


G= wv, Re= = &, 


Le ds? de (S) | ds? = du*+ u* dv" | est alors celui du plan rapporté à 
un système de coordonnées polaires, et l'expression de R? montre 
que lorsque (S) a la forme plane, toutes les sphères de l'une des 
congruences cherchées passent par deux points. symétriques par 
rapport au plan des centres et situés sur la perpendiculaire à ce plan 


issue du pôle des coordonnées à une distance du plan égale à yb. 


u1 
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Les congruences de sphères cherchées sont donc celles que l’on 
obtient en considérant un réseau quelconque de sphères passant par 
deux points fixes M, M’, et en déformant arbitrairement le plan (7x) 
des centres. 

Les deux nappes de l'enveloppe pour une configuration non plane 
de (S) sont les lieux des points M et M’ lorsqu'on fait rouler sans 
glisser le plan (x) sur (S), de façon que la courbe du plan (7) 
déformée de l’arête de rebroussement de (S) roule sans glisser sur 
l’aréte de rebroussement. 

Ces deux nappes se réduisent comme l’on voit à deux courbes (y) 
et (y’), et l’on ne peut plus dire que la correspondance établie par les 
deux points de contact M, M’ sur les deux nappes de l’enveloppe soit 
une équivalence superficielle. 

Si l’on observe que lorsqu'on fait rouler (x) sur (S) le milieu I de 
MM’ décrit une développante (') de (S), et que les lieux (y) et (y’) de 
M et M' s’obtiennent en portant sur la tangente en I à cette dévelop- 
pante des longueurs égales IM —1IM', on voit aussitôt que la corres- 
pondance établie par M et M’ sur les courbes (y) et (y') conserve les 
arcs. En ce sens, on peut dire que le problème que l’on vient de traiter 
donne une solution particulière du problème général de la détermina- 
tion des congruences de sphères, telles que la correspondance établie 
par les points de contact sur les deux nappes de l’enveloppe soit une 
applicabilité, dont il sera question dans la suite. 

Nous pouvons maintenant compléter les résultats énoncés à la fin 
du paragraphe 1 par la proposition suivante : 


Les seules congruences de sphères déterminant sur les deux nappes 
de l'enveloppe des correspondances avec proportionnalité des éléments 
superficiels homologues, que l’on peut arbitrairement déformer sans 
aliérer la relation précédente, sont les congruences pour lesquelles la 
correspondance est une équivalence inverse, définies par l'équation (15) 
du paragraphe 3. 


Le problème de la détermination des congruences de sphères 
établissant sur les deux nappes de l'enveloppe des correspondances 


(*) Nous entendons ici par développante une trajectoire orthogonale des plans tangents, 


Set ay 
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avec équivalence (ou proportionnalité) des aires homologues, rentre 
dans le type suivant : 

Déterminer les congruences de sphères telles qu'il y ait une relation 
déterminée For Pas IM ) =o entre les positions relatives des deux 
foyers et des deux points de contact sur chaque corde de contact. 

Eu égard à ce problème général, l'étude qui précède nous conduit à 
énoncer le résultat suivant : 

Parmi les propriétés que l’on peut imposer à une congruence de 
sphères, se traduisant par une relation de la forme f (o,, Pas IM) =O, 
les seules qui soient conservées dans une déformation arbitraire de la 
déférente sont celles pour lesquelles la relation précédente est de la forme 


Pape = f(IM). 

Nous excluons la relation 9,-++9,—0, qui ne conduit qu'aux 
congruences singulières à nappes de l'enveloppe curvilignes étudiées 
plus haut. 

Ainsi, par exemple, les congruences de sphères (de Darboux) éta- 
blissant une correspondance conforme entre les deux nappes de l’en- 
veloppe, définies par la relation p,¢.= iM , dont il sera question au 
numéro suivant, sont arbitrairement déformables avec la déférente. 


. b. Congruences de sphères pour lesquelles la correspondance 
établie par les points de contact sur les deux nappes de l'enveloppe 
est une applicabilité. — Conformément à ce que nous avons dit dans 
l’Introduction, ces congruences, si elles existent, constituent les solu- 
tions communes au problème de la détermination des congruences de 
sphères établissant sur les deux nappes de l'enveloppe une correspon- 
dance par aires équivalentes, et à celui de la détermination des 
congruences pour lesquelles la correspondance entre les deux nappes 
est conforme. 

Rappelons d’abord quelques résultats relatifs au deuxième pro- 


blème. 
G. Darboux a effectué (') la recherche des congruences de sphères, 


(1) Sur la déformation des surfaces du second degré et sur les surfaces tsothermiques 
(C. R. Acad. Sc., t. 128,. 1899 et Annales de l’École Normale supérieure, 3° série, 


t. XVI). 
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telles que les points de contact de la sphére variable avec les deux 
nappes de l’enveloppe, établissent entre ces deux nappes une corres- 
pondance conforme. 

Les solutions de ce problème sont constituées par : 


1° Les congruences de sphères dont les deux nappes de l'enveloppe 
sont des surfaces isothermiques transformées de Ribaucour l’une de 
l’autre (c’est-à-dire avec correspondance des lignes de courbure); 

2° Les congruences de sphères orthogonales à une sphère fixe. 


Toutes les solutions du deuxième type, relativement banal, sont 
connues. Il n’en est pas de même de celles du premier, qui a fait 
l'objet d'études approfondies de la part de Darboux, Bianchi, Cosserat 
et de M. Eisenhart. 

En particulier, E. Cosserat a identifié les congruences de sphères de 
ce premier type avec celles dont les foyers de la congruence rectiligne 
des cordes de contact divisent harmoniquement les extrémités de la corde. 

Il sera essentiel pour nous d'observer que cette dernière remarque 
de E. Cosserat entraine que la correspondance superficielle établie 
par les deux points de contact sur les deux nappes de l'enveloppe est 
inverse (au sens du $ 1). Pour les correspondances du deuxième type, 
la correspondance est évidemment directe. 

Le problème de Darboux, comme celui relatif à l'équivalence ou à 
la proportionnalité des aires dont il a été question dans les numéros 
précédents, est susceptible de deux solutions nettement distinctes 
suivant que l’on exige que la correspondance entre les deux nappes 
de l'enveloppe soit directe ou inverse. Cette remarque est d’ordre 
général. Tout problème relatif à la détermination de couples de sur- 
faces liées par une correspondance ponctuelle de nature géométrique 
déterminée, comporte généralement deux types de solutions relatifs, 
l’un aux correspondances directes, l’autre aux correspondances 
inverses. 

La différence est souvent très profonde, au point que l’on puisse 
effectuer la détermination complète des solutions dans un cas, alors 
que la chose est impossible dans l'autre. Le problème de Darboux 


fournit un exemple où pareille circonstance se présente; nous en 
donnerons d’autres dans la suite. 


i 
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Rappelons aussi que si deux surfaces (a) et (o’) sont applicables, 
et si la congruence (MM’) des droites joignant les points homologues 
admet pour surface focale le lieu (=) des milieux I des segments MM’, 


-(Z) est applicable sur une surface de révolution. Les arêtes de rebrous- 


sement des développables de la congruence, portées par (=), sont les 
courbes déformées des paralléles, et les segments IM = IM’ sont pro- 
portionnels au module de la déformation infinitésimale faisant 
glisser (2) sur elle-même. 

L'élément linéaire de (2) étant mis sous la forme 


ds = du? + r° de? Fay Lane 


le module de la déformation infinitésimale est égal a r. 

Nous sommes maintenant en mesure d’effectuer la recherche com- 
pléte des congruences de sphères telles que les deux nappes de l’en- 
veloppe soient applicables, les points homologues dans l’application 
étant les points de contact correspondants. 

Étudions successivement les deux c: où la correspondance entre 
les points de contact M et M' de la sphère variable (2) avec les deux 
nappes (ac) et (a’) de l'enveloppe est directe ou inverse. 


Correspondance directe. — Ce cas est immédiat; Met M’ doivent 
établir sur (5) et (o’) une correspondance conforme directe; d’après 
ce qui précède, (Z) reste donc orthogonale à une sphère fixe (2). 
L'égalité des aires homologues sur (3 Ni et (o’) exige en outre( vor § | ) 
que les foyers de la congruence (MM’) soient symétriques par rapport 
au milieu | du segment MM’. 

Si (Q) est une sphère véritable. les foyers de MM’ sont confondus 
au centre de (Q) et la deuxième circonstance ne peut pas se présenter. 

Si (Q) se réduit à un plan, on obtient la solution, évidente à 
priori, constituée par une famille quelconque de sphères à deux para- 
mètres centrées dans un plan P. Les deux nappes (5) et (s') de l'en- 
veloppe sont symétriques par rapport à P. Cette solution, à première 
vue banale, est la seule pour laquelle la correspondance entre les deux 
nappes est directe, et cette circonstance, nullement évidente à priort, lui 
enlève un peu de sa banalité. 


Correspondance inverse. — Supposons trouvée une congruence de 
ce 
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sphères répondant à la question. Soient F et F’ les foyers portés par la 


corde MM’. La correspondance établie par M et M’ sur (c) et (0) étant 
conforme et inverse, il résulte de la proposition de E. Cosserat rap- 
pelée plus haut que F et F’ sont conjugués harmoniques par rapport 
aMet M’: ’ 

IM — IF x IF’. 
En outre, le fait que la correspondance a lieu avec égalité des éléments 
superficiels homologues s’exprime par la relation (voir § 1) 

IM =~ IF x IF. 

Les deux conditions précédentes expriment que l’un des foyers F de 
la congruence des cordes de contact est confondu avec le milieu I 
de MM’ [est situé dans le plan tangent à la déférente (S)], l’autre 
foyer F’ étant rejeté à l’infini. 

Les deux nappes focales de la congruence (MM’) sont, la surface (2) 
lieu du point I et une courbe située à l'infini. Le plan (x) perpendicu- 
laire en I à (MM) dépend d’un seul paramètre, et son enveloppe [la 
déférente (S) de la congruence de sphères] est une surface dévelop- 
pable. 

Les points I situés dans un même plan tangent a(S) forment une 
courbe (y) [nous excluons le cas où (y) se réduit à un point, qui 
conduit à des enveloppes de sphères pour lesquelles les deux nappes 
de l’enveloppe sont des courbes |. 

Le plan (x), orthogonal en chaque point I de (y) à la corde MM’ 
correspondante, coupe orthogonalement la surface (2) tout le long 
de (y). Il résulte de là que (2) est une surface moulure, engendrée 
par le roulement sans glissement, du plan (7) d'une courbe invariable(+), 
sur la développable (S). 

La forme de (y) est facile à déterminer. Les deux nappes (a) et (s') 
de l'enveloppe, lieux des points de contact M et M’, étant appli- 
cables, et le milieu 1 de chaque corde MM’ [situé sur la courbe (+) 
correspondante] étant foyer pour la congruence (MM’), il résulte 
d'une remarque antérieure que la surface moulure (3) est applicable 
sur une surface de révolution. Les courbes du réseau focal de la 
congruence (MM’) porté par () sont, les différentes positions de (y) 
lorsque le plan (x) de (y) roule sans glisser sur (S) et les trajectoires 


TRE 
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des différents points de (y). Ces dernières courbes sont, comme on l’a 
rappelé plus haut, les déformées des parallèles de la surface de révo- 
lution sur laquelle (Z) est applicable; les courbes (y) sont les trans- 
formées des méridiens. 

Or, les seules surfaces moulures applicables sur des surfaces de 
révolution sont les surfaces de révolution et les surfaces engendrées 
par une droite d’un plan qui roule sans glisser sur un cône arbitraire, 
la droite passant par le sommet du cône. Le cône peut d’ailleurs 
se réduire à un cylindre, la droite entraînée étant parallèle aux 
générairices. 

Le cas où (2) serait de révolution n’est pas à envisager. La déférente 
de la congruence de sphères se réduit alors à une droite (l'axe de la 
surface), et la sphère variable n’est plus qu’à un paramètre. 

Pour les congruences de sphères cherchées, la déférente (S) est 
done nécessairement un cône (ou un cylindre), et la courbe (y) du 
p'an tangent (x) à (S) dont il est question plus haut, une droite issue 
du sommet O du cone. 

La surface (2), lieu de (y) lorsque (x) roule sur (S), est elle aussi 
un cone de sommet O. 

Le module de la déformation infiniment petite du cône (2) en 
lui-même, en un point quelconque I de (y), est évidemment OI. Les 
couples de points de contact associés s’obtiennent donc en portant. 
sur les perpendiculaires au plan (x) aux différents points I de (y), de 
part et d’autre de (x), des longueurs proportionnelles à OI. On obtient 
ainsi deux droites D, D’, issues du point O, symétriques par rapport 
à (x), situées dans le plan perpendiculaire à (7) le long de (y) et 
invariablement liées à (7). 

Lorsque (x) roule sur (S), D et D’ engendrent deux cônes (5) 
et (o’) de sommet O, qui constituent les deux nappes focales de l’une 
des congruences de sphères cherchées. 

En choisissant arbitrairement le cône (S) et les deux droites D 
et D’ symétriques par rapport à un plan tangent (x) a(S) [issues du 
sommet O du cône et invariablement liées à (7)], on obtient, par 


_ roulement de (x) sur (S), la congruence de sphères la plus générale 


déterminant sur les deux nappes de l’enveloppe une correspondance 
inverse qui soit une applicabilité. 
Ann. Ec. Norm., (3), LI. — Fasc. t. Y 
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La déférente est le cone (S), et les deux nappes de l’enveloppe les 
cones décrits par D et D’. 

L’existence des congruences de sphéres précédentes a été établie 
par M. Lebel par une méthode différente. Notre analyse complete le 
résultat de M. Lebel en montrant que ces congruences (avec les 
congruences de sphères centrées dans un plan fixe) constituent les 
seules solutions du problème de la recherche des congruences de sphères à 
nappes enveloppes applicables par les points de contact correspondants. 

Il y a lieu de faire une autre remarque. Étant donnée une congruence 
de sphères à nappes enveloppes applicables par les points corres- 
pondants (correspondance inverse), on peut, sans altérer la nature de 
la correspondance entre les deux nappes de l'enveloppe, déformer la 
déférente (conique) en maintenant ses génératrices rigides. Une défor- 
mation absolument arbitraire de la déférente est impossible. Cela tient 
à ce que, des deux propriétés dont résulte l’applicabilité des deux 
nappes : correspondance conforme et équivalence inverse des éléments 
superficiels homologues, propriétés qui, dans le cas général d’une 
déférente non développable, se conservent séparément pour toute 
déformation de cette dernière, seule la première se conserve lorsque 
la déférente est développable. 

Lorsqu'on étudie un probleme général de déformation, on laisse 
parfois de côté, en les considérant comme banales, les solutions 
conduisant à la déformation des surfaces développables. Il convien- 
drait bien souvent de regarder ces solutions comme des solutions 
singulières et d’en faire une étude directe en vue d’en rechercher les 
propriétés spéciales dues à l’évanouissement de la courbure. 


4. Étude des congruences de sphères à déférente développable, 
déterminant sur les deux nappes de l'enveloppe des correspondances 
avec équivalence des éléments superficiels. Remarques sur le pro- 
blème général. 


Congruences à déférente développable. Correspondance directe. — 
Les notations étant toujours les mêmes, la direction des cordes de 
contact (MM) [chaque corde est perpendiculaire à un plan tangent 
a la déférente (S) en son milieu I] dépend d’un paramètre au plus. 
L'un au moins des deux foyers F, F’ portés par MM’ est rejeté à l'infini. 


ee. 
er 
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La correspondance que les points M et M’ établissent sur les deux 
nappes (c) et (a’) de l’envéloppe étant directe, I est le milieu de FF’. 
Les deux foyers de (MM’) sont donc rejetés à l’infini. Il en résulte 
que (S) est un plan; (c) et (c’) sont deux surfaces arbitraires symé- 
triques par rapport au plan. Ainsi : 

Les congruences formées de sphères centrées dans un plan fixe 
exceptées, il n'existe pas de congruences de sphères ayant pour dé fé- 
rente une développable et déterminant sur les deux nappes de l’enveloppe 
une correspondance avec équivalence directe des éléments superfictels. 


Correspondance inverse. — On a ici 


IF IF ==iM : 

F étant à l’infini sur MM’, F’ est en I. Le lieu des points I est alors(S 5) 
une surface moulure engendrée par une courbe plane (y) dont le 
plan (x) roule sars glisser sur la déférente (S). 

Pour une position déterminée du plan (x), les points M et M’ sont 
distribués sur deux courbes L et L’ symétriques par rapport à (x). Il 
est facile de voir que les différents couples de courbes, correspondant 
aux o' plans tangents à (S), sont les positions occupées par le 
couple (L, L') lorsque (x) roule sans glisser sur (S) [L et L’ sont 
invariablement liées à (r)|. 

Déformons en effet (S), en maintenant ses génératrices rigides, et 
appliquons-la sur un plan #, chaque point de (S) entrainant la sphère 
associée. La correspondance entre. les points de contact étant une 
correspondance inverse par aires équivalentes, on a vu qu’elle reste 
telle au cours de la déformation. Lorsque (S) est réduite au plan %, 
les deux nappes (5) et (a’) de l'enveloppe sont symétriques par 
rapport au plan, les couples de points de contact correspondants M 
et M’ étant symétriques. 

Si (c) et (o’) étaient deux surfaces véritables, la correspondance 
entre M et M’ serait directe et non inverse. Nous déduisons de là 
que (a) et (5°) se réduisent nécessairement à deux courbes L et L' 
(éventuellement à deux points), symétriques par rapport à Æ et se 
projetant sur ® suivant la courbe unique sur laquelle sont venues 
s'appliquer les courbes (y) relatives aux différents plans tangents 


à (S). 
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La déformation de (S) conservant, comme l’on sait, la distance de 
deux points de contact associés M, M’ au plan tangent (7) corres- 
pondant, on voit que lorsqu'on déformera le plan & pour l'appliquer 
sur (S), les couples M, M’ correspondant aux points homologues des 
courbes (y) successives se trouveront situés à la même distance des 
plans tangents correspondants. Il résulte bien de la, comme on l'avait 
annoncé, que les différents couples (L, L’) sont des figures égales, se 
déduisant de l’une d'elles par le roulement de (x) sur (S). Il est clair, 
d’ailleurs, que l'on peut se donner arbitrairement le couple (L, L’) 
invariablement lié au plan (7) roulant sur (S). 

M étant un point quelconque de la courbe L d’un tel couple, menons 
le plan normal en M à L; soit O le point où ce plan coupe la géné- 
ratrice de contact G de (x) et de (S); la sphère (2) de centre O et de 
rayon OM est tangente aL et à l'élément engendré par M lorsque (7) 
roule sans glisser sur (S) (car le déplacement de M est normal à G); 
(£) est donc tangente en M et M’ aux surfaces engendrées par L et L’ 
dans le roulement de (x) sur (S). 

La congruence obtenue en construisant les 0? sphères analogues 
à (2) est l’une des congruences du type étudié, et c’est la congruence 
la plus générale de ce type. Nous pouvons énoncer le résultat suivant : 


Les congruences de sphères à dé férente développable, déterminant sur 
les deux nappes de l'enveloppe des correspondances inverses par aires 
équivalentes, sont celles qui admettent comme nappes enveloppes les 
surfaces engendrées par deux courbes quelconques symétriques par 
rapport à un plan (x) lorsque (r) roule sans glisser sur la déférente. 


L'équation de Monge-Ampère (15), dont dépend le problème 
général de la recherche des congruences de sphères déterminant sur 
les deux nappes de l'enveloppe des correspondances avec équivalence 
inverse des éléments superficiels homologues, très analogue à celle 
qui définit les surfaces applicables sur la déférente, n’est susceptible 
d'une intégration complète que pour des types, en nombre réduit, 
d'éléments linéaires des surfaces déférentes, qu’il serait intéressant de 
trouver. 

Nous n’aborderons pas ici l'étude de cette question ; nous nous en 
tiendrons dans la suite au cas des correspondances avec équivalence 


A ee 
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directe qui, mieux que le premier, semble se préter a des rappro- 
chements analytiques et géométriqnes conformes al’esprit du Mémoire 
actuel. 

Developpons l’équation (16’) du paragraphe 3 dont dépend le pro- 
bléme, en tenant compte des expressions des dérivées secondes cova- 
riantes données au paragarphe 2; nous obtenons 

d 


| ei Py 19° 
(21) . du? oa du dv peers 


fem no 
I | 1 1 )\ou 
tente eme 
2 2 | 2 S\oe 
I] est bien connu que l’on peut donner à cette équation la forme 


Ca dp ie 
(22) Fake’ ae on © Cag Tia 0 


il suffit pour cela de prendre pour nouvelles variables wu’, +’, deux 
fonctions de uw, e satifaisant respectivement aux deux relations 


Ou’ 5 2 
, du Than 
aig Beh end» 
2 tré LEE 


À, et À, étant les deux racines de l’équation 
D'À + 2 D'À + D —o. 
Voyons comment ce résultat analytique s’interprète dans le problème 


de géométrie actuel. 
L’équation des caractéristiques de l’équation (21) 


D’ de? + 2 D’ du de + Ddu?=0, 
est celle qui définit les lignes asymptotiques de la déférente. En rem- 


plaçant dans les équations (23) À, et À, par les deux racines de l'équa- 
tion du second degré 


pS) + 21)’ ad + D —o, 
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ces équations se réduisent respectivement à 


du'=o0, dv'=0. 


Le changement de variables (23) est done celui qui consiste à rapporter 
la déférente à ses lignes asymptotiques. 

Du point de vue géométrique, la possibilité de réduire l'équation (21) 
à la forme (22) en rapportant la déférente à ses asymptotiques est évi- 
dente. Si le système (u, +) est formé de lignes asymptotiques, la 
deuxième forme fondamentale de la déférente se réduit à 


D’ du dv (D=D"—=6), 


et, si l’on remplace 3€ (courbure moyenne) par son expression 


2 FD’ 
ge TE? 
l'équation (21) s'écrit 
0? 0 {1 2{0p (1 2)0p 
h = 5 —— — The 
(24) SPAS SSP ED PRES asl doe 


Au point de vue réel, pour que l’on puisse effectivement réduire (21) 
à la forme (24), il faut que la quantité DD” — D” soit négative (équation 
du type hyperbolique); c’est-à-dire que les asymptotiques de la défé- 
rente soient réelles (que la déférente soit à courbure totale négative). 
Si l'on a DD’ — D? > 0 (équation du type elliptique), c’est-à-dire si la 
déférente est à courbure totale positive, on sait que l’on peut donner 
à l'équation (21) la forme 


dp | do do DRE 
role 7s die had Hal ren tea, 


Géométriquement, cela revient à rapporter la déférente à un système 
conjugué isotherme. La deuxième forme de la surface est alors 


D(du®+ dv)  (D—D", D'—0o) 


et l'équation (21) prend la forme 


NE 0? 2 9 d 1 2 | 
Py ial as aa ea baa Ca ag LR bc 


du? ov? |) 1 tor Sh leu 


Les propriétés classiques relatives à la réduction ou à l’intégrabilité 


Paes 


ACVE* 


‘ÉTUDE DES CONGRUENCES DE SPHÈRES. 71 


des équations du type (24) ou (25), jointes a des résultats géomé- 
triques bien connus de la théorie des surfaces, conduisent aux obser- 
vations qui vont suivre. 


/. Congruences à déférentes minima. — L’équation (24) se sim- 

plifie si Fo, c’est-à-dire, d'après l'expression de la courbure 

2 FD’ 
H? 

prend alors la forme de Laplace 

d?p a 2 | dp I 2|0p 

dude 1 (se — | 2 \9p = ©: 

Je dis que l’on peut toujours ramener cette équation à avoir ses inva- 

riants égaux. Cette propriété analytique résulte du fait que les lignes 

asymptotiques d’une surface minima forment un système orthogonal 

isotherme. Il suffit, d’après cela, de changer u et en des fonctions 

respectives de wu et de + de façon à donner à l’élément linéaire de la 

surface la forme isométrique 


moyenne ES |; si la déférente est une surface minima. Elle 


(26) ds? = }? (du? + d¢?), 
pour atteindre le résultat voulu. On a alors 


ray Te x Ne A ee UE 
1 = 5; (Jogi), 2 {= gy (los); 
l’équation s’écrit 
070 à 
(27) _du de T oe 


dp o> Op 

logh) 57 = Aye (log) =—od, 
et l’on voit qu’elle a ses invariants égaux. 

On pourra intégrer complètement l'équation si les invariants sont 
nuls ; cela a lieu si l’on a 

0? 0 log À 0 log À 

Ed Ou NE ur de: 
Cherchons les surfaces minima dont l’élément linéaire a la forme (26) 
(u et sont les paramètres asymptotiques), et pour lesquelles À 
vérifie la relation (28). Si ces surfaces existent, on saura déterminer 
toutes les congruences de sphères, les admettant pour déférentes, et 
déterminant sur les deux nappes de l'enveloppe des correspondances 
avec équivalence directe des éléments superficiels homologues. 
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On sait que si l’on se donne arbitrairement, sur la sphère de 
rayon 1, un système orthogonal isotherme donnant à l'élément 
linéaire sphérique la forme ‘ 

(29) 3 ds'*= (du? + dv), 


il existe toujours une surface minima et une seulement (en négligeant 
une homothétie), que l’on peut déterminer par des quadratures, dont 
le système sphérique (uv, ¢) est l’image des lignes asymptotiques, et 
dont l’élément linéaire est (26). 

Tout revient done à chercher les éléments linéaires sphériques de la 
forme (29), pour lesquels À vérifie l’équation (28). L’équation (28), 
symétrique en u et ¢, donne immédiatement 


0 fi 
du (;) ps 
Pe EEO 
x (1) =: 
U et V étant des fonctions de et + respectivement; on en déduit 


I 

- = U + V. 

î + 
Les éléments linéaires sphériques cherchés ont donc nécessairement 
la forme | 


(30) " as*= (U + V)? (du? + dp?). 


Nous allons voir qu'il existe exactement un élément linéaire sphérique 
ayant la forme (30). On peut à cet effet résoudre l'équation fonction- 
nelle obtenue en exprimant que la courbure de la forme (30) est 
égale à l'unité. Nous préférons raisonner géométriquement de la façon 
suivante. 

Les surfaces minima cherchées rapportées à leurs asymptotiques, 
ayant la représentation sphérique (30), ont, comme on l’a vu plus 
haut, l’élément linéaire 
___ du*+ de? 


DE LIST TS 


Cette dernière forme d'élément linéaire caractérise (*} les surfaces 
re RE à nid Re tine spiepeeaeen de oy, poses nk Pee 
(1) Voir par exemple G, Dansoux, Leçons sur la théorie des surfaces, t. Ill, p. 155. 


et Det, 
ei: 
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admettant ur système orthogonal isotherme dont les deux familles de 
courbes sont des cercles géodésiques (nous appelons ici cercles géodé- 
siques les courbes le long desquelles la courbure géodésique est 
constante). 

Sur les surfaces minima solutions du problème actuel, les deux 
familles d’asymptotiques sont donc constituées par des cercles géodé- 
siques. 

Considérons les surfaces minima adjointes des précédentes; on 
passe des premières aux secondes par une déformation continue 
transformant les lignes asymptotiques des premières surfaces en 
lignes de courbure des surfaces adjointes. D'autre part, pendant la 
déformation, les cercles géodésiques restent cercles géodésiques. On 
peut donc dire que les adjointes des surfaces minima cherchées sont 
des surfaces admettant pour lignes de courbure des cercles géodésiques. 

On sait, d’après un résultat bien connu d’O. Bonnet, que les seules 
surfaces dont toutes les lignes de courbure sont des cercles géodésiques 
sont les surfaces de révolution, les cônes, les cylindres et les trans- 
formées de ces surfaces par inversion. Dans ces diftérents cas, l’une 
au moins des deux familles de lignes de courbure est formée de lignes 
planes circulaires; sa représentation sphérique est formée de cercles; 
mais, la représentation sphérique des lignes de courbure d’une sur- 
face minima étant un système orthogonal isotherme, la représentation 
de l’autre famille de lignes de courbure est aussi formée de cercles 
(formant avec le premier système un réseau orthogonal). Il résulte 
de là que les adjointes des surfaces minima cherchées, admettant pour 
représentation sphérique de leurs lignes de courbure un double sys- 
tème de cercles, ont toutes leurs lignes de courbure planes. 

On connaît toutes les surfaces minima à lignes de courbure planes 
dans les deux systèmes; ce sont la surface d’Enneper dont les lignes 
de courbure sont des cubiques rationnelles, et les surfaces d’O. Bonnet 
d'équations. 
x—=au+ sinuchy, 
Y—=# + acosu she, 


z=\/1— a? cosu chp, 


où a est un paramètre arbitraire (a’< 1). 
La surface d’Enneper ne peut convenir comme surface adjointe de 
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l’une des surfaces cherchées, car aucun de ses systèmes de lignes de 
courbure n’est formé de cercles, et cette dernière condition est comme 
on a vu nécessaire. à 

Dans la famille des surfaces d'O. Bonnet, la seule valeur que l'on 
puisse donner à a pour que l’une des familles de lignes de courbure 
soit circulaire est évidemment a — 0. On obtient ainsi le caténoide, 
dont les deux familles de lignes de courbure (méridiens et parallèles) 
sont effectivement des cercles géodésiques. 

La surface adjointe du caténoide est l'hélicoïde minima réglé; d'après 
l'analyse qui précède, cette surface est la seule surface minima dont 
les deux systèmes d’asymptotiques sont formés de cercles géodésiques. 
Son élément linéaire est 


ds = ch? u( du? + dpe*), 


u et étant les paramètres asymptotiques; celui de sa représentation 
sphérique est par suite 
I 


aa (du2+ de?). 


ch? 


Ce dernier est le seul élément linéaire sphérique de la forme 


ds'*=(U + V)? (du? + de?). 
En résume : 


La détermination des congruences de sphères à déférente minima 
déterminant sur les deux nappes de l'enveloppe des correspondances 
directes avec équivalence des éléments superficiels homologues dépendent 
d'une équation de Laplace à invariants égaux. Les invariants s'annulent 
dans le seul cas où la dé férente est Vhélicoide minima réglé; dans ce cas 
la détermination des congruences de sphères peut étre effectuée comple- 
tement. 


8. Déférentes à courbure totale constante. — Nous examinerons 
successivement les deux cas où la courbure totale de la déférente est 
négative où positive, et nous supposerons, pour simplifier, la valeur 
absolue de la courbure égale à l'unité 


Déférentes pseudo-sphériques, — L'équation (24) définissant les 


A CAL’ ay es 
vend Vee eee 
x 
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cangruences de sphères cherchées attachées aux surfaces pseudo- 
sphériques, est toujours susceptible d’une intégration complète lorsque 
la surface déférente est connue. 

Cette circonstance analytique est liée au fait géométrique suivant : 

Les lignes asymptotiques d’une surface pseudo-sphérique consti- 
tuent sur la sur face un réseau de Tchebychef. 

La déférente (S) étant rapportée à ses lignes asymptotiques (u, +), 
supposons son ds? mis sous la forme (de Tchebychef) 


(31) ds? = du? + 2 cosw du dy + de?, 


ou w est une solution de l'équation 


07a) 
Ou ov 


(32) =sinw 
exprimant que la courbure de (S) est égale à — 1. 

On sait d’ailleurs que toute solution de l’équation (32) définit une 
surface pseudo-sphérique rapportée à ses lignes asymptotiques, dont 
la détermination effective dépend de l'intégration d’une équation de 
Riccati. 

On a ici 


et l'équation (24) s’écrit 
do 
ie du Ov 


— COS), 


Si la fonction w [solution de (32)] est connue, (33) donne ¢ par deux 


quadratures 
p= fau feosu de + U + V, 


U et V étant deux fonctions arbitraires de wv et » respectivement. Nous 
sommes conduits à énoncer le résultat suivant : 

Toute solution de l'équation (32) fournit, par l'intégration d'une 
équation de Riccati, une surface pseudo-sphérique (S), et une double 
quadrature ultérieure fait connaître toutes les congruences de sphères 
admettant (S) pour déférente et déterminant sur les deux nappes de 


6 
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l'enveloppe une correspondance avec équivalence directe des éléments 
superfictels. 

Il est à noter que si l’on connaît une solution particulière de 
l'équation (33), toutes les autres solutions s’en déduisent par addition 
d’une quantité somme d’une fonction arbitraire de u et d’une fonction 
arbitraire de v. Cette remarque analytique admet l'interprétation géo- 
métrique suivante : 

Supposons connue une congruence de sphères du type étudié, 
admettant pour déférente une surface pseudo-sphérique quelconque(S). 
On en déduira une autre en ajoutant une méme constante arbitraire 
au carré des rayons de toutes les sphères centrées sur une méme ligne 
asymptotique d’un système déterminé (la constante variant d'une 
façon arbitraire lorsqu'on passe d’une ligne asymptotique à une 
autre ). 

En poursuivant indéfiniment l'opération précédente avec les lignes 
asymptotiques de l’un et l’autre système, on obtiendra toutes les 
congruences de sphères, centrées sur (S), et déterminant sur les deux 
nappes de l’enveloppe des correspondances avec équivalence directe 
des éléments superficiels homologues. 


1 


Déférentes à courbure totale constante positive. — Ici aussi le pro- 
blème est susceptible d’une solution complète, ce que l’on voit 
aussitôt en observant que ce cas se déduit du précédent par une 
homothétie de rapport 7. Géométriquement, la possibilité d’intégra- 
tion de l'équation (25) dont dépend le problème actuel tient à ce que, 
sur les déformées de la sphère, les lignes de courbure forment un sys- 
tème conjugué isotherme. 

Considérons une déformée quelconque (S) de la sphère de rayon r, 


rapportée à ses lignes de courbure (u, v); son élément linéaire pourra 
être mis sous la forme 


ds?= sh? w du? + ch? w dp*, 


où w vérifie l'équation de Gauss 


2 2 


Q 
Q 


ae adie t h 
— sha chwoa=a. 
du? Ov? ‘ 


PA 
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On aici 


et l'équation (25) prend la forme intégrable 


| ; : 
(34) PE 4 SP (shtw + chta) =o. 


Cas ott la déférente est sphérique. — On peut, dans ce cas, donner 
une interprétation digne d’intérét au probléme de la recherche des 
congruences de sphères déterminant sur les deux nappes de l’enve- 
loppe des correspondances avec équivalence directe des éléments 
superficiels homologues. 

Supposons que la ARE (S) soit la sphère if rayon 1, centrée a 
l’origine O d’un système a’axes de coordonnées rectangulaires, et 
prenons l'équation définissant les congruences associées sous la 
forme (16) du paragraphe 3. 


Nous aurons ici 
ds’ — E du? + 2F du de + G de? 


étant l’élément linéaire de la sphère (S), 
a DER he Fs D'. 


d'autre part, la valeur de la courbure moyenne de (S) est 


OC == - + : sr 
Pen Le Ree ee! 


L’équation (16’) s'écrit dans ces conditions 
E par 2Fpart Gen, —ip 
H? 2 


ou, plus simplement, 
(35) A,p — 2-0. 


. M(u, +) étant un point quelconque de la sphère (S), interpré- 


tons p(u, ) comme la distance algébrique du point O, au plan tangent 
(normal à OM) à une certaine surface (2) définie tangentiellement 


par l’équation (35). 
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D étant la normale à (Z) au point N d’image sphérique M, 9, et 92 
les centres de courbure principaux relatifs à N, I la projection 


de O sur D, on a(') com 
Io, + 10, — — Ayo, 


soit, en désignant par la distance algébrique du point O au plan(r) 
perpendiculaire à 9,9, en son milieu, 


2 h = — A,p. 
L’équation (35) peut donc s’écrire 
h+i1=0, 


et elle exprime que le plan (x) enveloppe la sphère (S). (2) est donc 
une surface admettant pour enveloppée moyenne la sphère (S). 

Le problème de la recherche des congruences de sphères centrées 
sur (S) et déterminant sur les deux nappes de l'enveloppe des corres- 
pondances avec équivalence directe des éléments superficiels homo- 
logues, est donc équivalent à celui de la recherche des surfaces (£) 
admettant (S) pour enveloppée moyenne. 

Pour avoir la congruence de sphères la plus générale du type envi- 
sagé, admettant (S) pour déférente, il suffit de considérer une surface 
quelconque (2) admettant (S) pour enveloppée moyenne, et de 
centrer en chaque point M de (S) une sphère de rayon ÿ26, ¢ étant la 
distance du centre O de (S) au plan tangent à (2) au point de repré- 
sentation sphérique M. 

Rappelons que pour la réalité des deux nappes de l’enveloppe on 


doit avoir 
Ap < 2p. 


Les surfaces à enveloppées moyennes sphériques, qui s’intro- 
duisent dans le problème actuel, sont celles que la méthode de 
Weingarten pour la recherche des surfaces applicables sur une sur- 
face donnée associe au paraboloide de révolution. 

Le problème sur les congruences de sphères que nous venons de 


(1) Yor, par exemple, P. ViNcENSINI, Sur certaines congruences normales dans leurs 
relations avec les surfaces à courbure totale constante (Ann, École Norm, sup., 3° série, 
t. 48. 1931). 


REA 
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résoudre est donc, au fond, équivalent à celui de la déformation du 
paraboloide de révolution. 


9. Propriétés métriques caractéristiques des congruences de sphères 
déterminant sur les deux nappes de l'enveloppe des correspondances 
avec équivalence des éléments superficiels. — P étant le centre de la 
sphère variable (2) [ décrivant la déférente (S)], M et M’ les points de 
contact de (£) avec les deux nappes de l’enveloppe (5) et (s'), orien- 
tons positivement les droites PM et PM’ de P vers M et de P vers M’. 
Désignons par R le rayon de (2) et par r,, r,, r,, r, les valeurs algé- 
briques des rayons de courbure principaux de (5) et(o’) en Met M, 
comptés à partir des centres de courbure correspondants. 

Dans chacun des deux modes de correspondance entre M et M’ 
(directe ou inverse), il existe entre les cinq quantités R,r,,r,,r,,r.,, 
une relation finie particulièrement simple, caractéristique des con- 
gruences de sphères du type étudié. 

La relation (1°) du paragraphe 1 appliquée à un pinceau infiniment 
délié de la congruence (PM) donne ici, en appelant F et F’ les foyers 
situés sur (PM) [centres de courbure principaux de la surface (¢) au 
point M}, et en désignant par ds et do deux éléments d’aire homo- 
logues sur (S) et (c) et par 4 l’angle aigu que fait la normale a(S) 
en P avec PM: 

ds __MF x MF 


a SN, 
ds ~ PF x PF 
soit, avec les notations indiquées, 
do 1) Mg sin 9 


(36) ds (R=n)tR= nn) 


et l’on a de même 
à ee. ry sin Ü 
(72 ds (R—r DR —r,) 


Le contour de ds étant décrit dans un sens déterminé, les contours 
de do et do’ seront décrits tous deux dans le même sens que do (autour 
des rayons moyens des pinceaux correspondants) ou tous deux dansle 
sens contraire si la correspondance entre M et M’ est directe. Si la 
correspondance est inverse, l’un des contours de do, ds’ sera décrit 


6* 
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dans le même sens que ds, l’autre en sens inverse. Il résulte de la que, 


. de 
dans le cas de la correspondance (MM’) directe, les deux rapports + 


tT ont le même signe; les rapports ont des signes contraires dans 
Ss 


le cas de la correspondance inverse. 


Correspondance avec équivalence directe. — Les congruences de 
sphéres correspondantes sont caractérisées par la relation 
ds __ ds 
da do” 
qui s'écrit, eu égard aux relations (36) et (37), 


(R,—r)(R—r,) _(R—r,)(R—7r;) 
Tata af Fr. . 


ou encore 


ml) 


En désignant par Ket K’ les courbures totales des deux nappes de 
l'enveloppe en deux points correspondants, par 4€ et 4€’ leurs cour- 
bures moyennes, la relation caractéristique précédente peut s’écrire 


H— D. 
K—K 


(38) R. 

(38') montre que si sur les deux nappes d’une enveloppe de sphères 
du type actuel les courbures totales aux points homologues sont les 
mêmes, il en est de même des courbures moyennes; les rayons de 
courbure en deux points homologues sont donc deux à deux égaux. 
I] en est ainsi, en particulier, pour les congruences de rayon constant 
dont la déférente est minima. 


Correspondance avec équivalence inverse. — On a ici 
ds ds 
AAA su 
do do’ L 


soit 
; UR = Fi) (RSE St ee hae 


; o 
rire ryt ? 
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ou encore 
(39) w(t ot )—R(2 424542) 42-0, 


et, en introduisant les courbures totales et moyennes aux points cor- 
respondants 


(39°) R?(K + K’) — R(% + %/) + 2 — 0. 


Dans le cas actuel, la relation (39) est d'autant plus remarquable 
qu'elle se conserve au cours d’une déformation arbitraire de la 
dé férente. | 

Le rôle symétrique que jouent, d’une part les points P et M et 
d’autre part les points P et M' dans la relation 

ay ds 1 ( PF 5 PF’ PF, x PF, 
aris yo SS Ss SS | — 0; 
do do sinf\ MF x MF’—s MF, x MF; 


qui définit les congruences de sphéres déterminant sur les deux 
nappes de |l’enveloppe des correspondances avec équivalence inverse 
des éléments superficiels, montre que, sans modifier la relation (39), 
on peut remplacer r, = FM par R + r,— FP, et de même r., 7, r, res- 
pectivement par R+r,, R+r,,R+7,. (39) prend alors la nouvelle 
forme 


! Ra (rl pus uit nor) 
2 | qo 
BR ent. ER nette Eu ee To 
R= 7; R+7, R+7, R+r, 


Dans la relation (40), non seulement le premier membre est inva- 
riant pour toute déformation de la deferente, mais les deux quantités 
entre crochets sont séparément invariantes. 

L’invariance de ces deux quantités continue à avoir lieu si la condi- 
tion relative à l’équivalence des éléments superficiels sur les deux 
nappes de l’enveloppe cesse d’être remplie; elle constitue une pro- 
priété des congruences de sphères les plus générales, mise en évidence 
par M. J. Drach dans le Mémoire « Sur les enveloppes de sphères et la 
déformation des surfaces » déjà cité. 
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M. G. Ricci (") a donné aux deux invariants précédents les formes 


I I __ 2A,,R Jo à 


(4x) ooo eT TT 

VA (R+r,)(R+r.) ,(R+7,)(R+7,) , 1—AB 
I I 1 I 

(42 


) Rr, RAT R+r, FR+n 

OR\? OR OR Tn) 

a ni Se ñ eee Res 

x) Rast? du ov Ras (S = 
H 


2 


mms 


’ 


et il a montré que si, dans toute déformation de la déférente d’une 
congruence de sphéres (de rayon variable), les rayons de courbure 
principaux des deux nappes de l'enveloppe en deux points correspon- 
dants sont liés par une relation fixe 


(43) F(rs, T'as ry l'a; uy, p) — 0, 


dont le premier membre n'est pas exclusivement fonction des premiers 
membres des relations (41) et (42), la congruence est une congruence 
de Ribaucour arbitrairement déformable avec la déférente, la condi- 
tion précédente étant d’ailleurs caractéristique des congruences de 
Ribaucour arbitrairement déformables. 

Appliquons ces remarques aux congruences de sphères déterminant 
sur les deux nappes de l’enveloppe des correspondances avec équiva- 
lence inverse des éléments superficiels homologues. 

Pour ces congruences on a les relations distinctes (40), (41), (42). 
Si, parmi elles, il en existe qui appartiennent au type de Ribaucour, 
on aura une relation supplémentaire de la forme (43) distincte des 
trois précédentes, et l’ensemble des quatre relations /ixera les quatre 
rayons de courbure principaux r,, r;,r,, r,, qui conserveront chacun 
une grandeur invariable au cours d'une déformation arbitraire de la 
déférente. 

Les congruences de sphères jouissant de cette dernière propriété 
feront l’objet d'une étude ultérieure. 


(1) Una proprieta caracteristica delle congruense di sfere di Ribaucour illimitata- 
mente de formabili( Actes du Congrès international des Mathématiciens de Zurich, 1932). 
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GROUPES ET HYPERGROUPES 


ATTACHES A UNE FRACTION RATIONNELLE 


Par M. F. MARTY. 


INTRODUCTION. 


Le présent Mémoire est consacré à l’étude de la question suivante : 
désignant par R,(z), R;(:), ... des fonctions rationnelles d’une 
variable, caractériser les fractions qui se mettent sous la forme 
R,[ R.()]. 

Deux réponses sont faites à la question; la décomposition de la frac- 
tion entraine l’imprimitivité de deux groupes : son groupe de mono- 
dromie, et le groupe de Galois d’une certaine extension algébrique du 
corps des fractions rationnelles d’une variable. Ces deux groupes sont 
tous deux des groupes de substitutions sur » variables, ils apparaissent 
ainsi comme ayant des structures en relation étroite, mais il n’est 
pas possible à premier examen d’affirmer leur identité, sauf dans des 
cas particuliers. , 

Le problème ainsi traité n’est qu'un eas très particulier des pro- 
blèmes suivants : 


1° Étant donnée une courbe algébrique et sur elle une série linéaire 
à 1 dimension de groupe de # points, est-ce que cette série est un mul- 
tiple d’une série linéaire de groupes de #’ points? 


fan. Le, Norm,. (33 LIL, = Fase. 2 12 
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> Étant donnée une représentation d’une variété V sur une variété V' 
qui associe un seul point de V à un point V’ (extension algébrique de 
la variété V), y a-t-il une variété intermédiaire V’, image de V et dont 
V' serait image. 


Dans un Mémoire ultérieur, je traiterai ce problème plus général en 
montrant comment la dualité de point de vue se précise et permet 
d’asseoir une « théorie de Galois » et une « théorie de Hilbert » des 
variétés algébriques et des corps de fonctions rationnelles sur une 
variété algébrique. 

Le troisième chapitre de mon Mémoire est consacré au problème 
ci-dessus énoncé. Le premier et le deuxième, qui ont pour but de 
démontrer certains lemmes nécessaires, exposent des théories qui 
pourrait être considérées comme intéressantes en elles-mêmes; le 
Chapitre I est consacré à la théorie des hypergroupes (où le produit 
est une fonction multiforme), qui a son origine dans le fait que la 
composition de deux fonctions multiformes peut donner naissance à 
deux fonctions distinctes. Le résultat fondamental de ce chapitre est 
l'extension de la théorie du groupe quotient au cas des sous-groupes 
non invariants : il existe en ce cas un hypergroupe quotient dont les 
propriétés traduisent celles du groupe quotient : ses sous-hyper- 
groupes correspondent aux sous-groupes intermédiaires du groupe 
de départ. 

Le Chapitre Il a pour but de montrer qu’étant donné un complexe 
de recouvrement d’un complexe donné, les autoprojections (allemand 
« Deckbewegungen ») constituent un hypergroupe, quotient du groupe 
de monodromie par son sous-groupe de primitivité (généralisation 
d'un résultat classique sur les recouvrements réguliers). Comme résul- 
tats annexes, je montre le rôle de la « matrice des contacts orientés » 
(calculable au moyen d’une matrice d’incidences), et notamment le 
fait qu’elle détermine le complexe si l'on en connaît un support; je. 
montre aussi comment on peut par son moyen trouver tous les recou- 
vrements (ramifiés sur des arêtes du réseau de simplexes) d'un com- 
plexe donné; j'indique sommairement comment on peut représenter 
les chemins qui interviennent dans la théorie du groupe fondamental 
au moyen de chaines de simplexes accolés, le lacet dans le cas du 
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recouvrement ramifié prenant alors une signification presque intui- 
tive ('). 

Dans le cours de ce Mémoire, je considère comme acquis les résul- 
tats démontrés dans les deux ouvrages suivants : 


Van DER WAERDEN, Moderne Algebra (Berlin, Springer, 1930). SEIFERT- 
TarELFALL, Lehrbuch der Topologie (Leipzig, Teubner, 1934). 


Je ne définis pas les notations que je leur emprunte, ou les termes 
qui sont la traduction littérale de leur vocabulaire. 


Les résultats exposés ici ont été annoncés ou préparés par les Notes 
suivantes : | 


Sur les groupes finis de fonctions algébriques (Societatis Scientiarum 
Fennicae Commentationes, VII, 1934, p. 12). 

Sur une généralisation de la notion de groupe {Fôrhandlingar vid 
Attonde skandinaviska matematiker kongressen, août 1934). 

Sur le rôle de la notion d’hypergroupe dans l'étude des groupes non 
abéliens (Comptes rendus de l’Académie des Sciences, 14 octobre 1935). 

Le double aspect de la structure des fractions rationnelles (Comptes 
rendus de l’Académie des Sciences, novembre 1935). 


Qu'il me soit permis en terminant de remercier M. E. Picard qui a 
bien voulu accueillir mon travail dans ce Recueil. 


CHAPITRE I. 


THÉORIE DE L'HYPERGROUPE QUOTIENT. 


Soit Gun groupe de permutations (ou de transformations) dont nous 
désignerons les éléments par des capitales latines, s'appliquant à un 
. ensemble S d'éléments que nous désignerons par des minuscules 
latines ou par des chiffres arabes. Nous ne supposerons en principe 


(1) Une représentation anologue, mais basée sur la notion d'incidence, est développée 
dans : K. Rewemersrer, Die Fundamentulgruppe von Kompleren (Math, Zeitschrift, 
B. 40, H. 3, 1935, S. 406). 
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rien sur la puissance de S ou Gen tant qu’ensemble, mais nous aurons 
. “4 , 
particulièrement en vue le cas où G est le groupe de monodromie d'un 


recouvrement K, les éléments de S étant alors un système de simplexes 
superposés. 


|. La notion de catégorie et les questions qui s’y rattachent. — 
Supposons d’abord le groupe G transitif. 
Nous dirons que deux éléments a et b sont de méme catégorie par 
rapport à l'élément 1 s’il existe un T tel que 
C= LO), ET) 


Cette définition est réflexive, symétrique et transitive, et définit une 
décomposition de S en catégories. L'élément 1 constitue à lui tout 
seul une catégorie que nous appellerons la catégorie unité. 

Nous dirons qu'un groupe est régulier si toute catégorie comprend 
un seul élément. 

Nous dirons qu'un groupe est Aypertransitif s’il n'y a qu'une seule 
catégorie distincte de la catégorie unité. 

Si a et b sont de mème catégorie par rapport à c, nous écrirons 
a=b(c) et nous désignerons par S,(a) la catégorie par rapport à ¢ 
qui contient l'élément a. 

Il est classique que les transformations T avec 1= T(1) forment un 
sous-groupe de G, qui n’est invariant que s’il se réduit à la transfor- 
mation identique. Car de T(1)=1 et T-'Ti'(1)=1 on déduit 
TIT'G)]= TG) et d'après la transitivité T'(1) est un élément arbi- 
traire du groupe. Nous l’appellerons sous-groupe de primitivité de G. 

Comme nous verrons que le groupe de monodromie d’un recouvre- 
ment régulier est régulier, il y a intérêt à en préciser les caractères, 
qui s’obtiennent d’ailleurs facilement. 


TRÉORÈME |. — Sr les catégories S, sont toutes à un seul élément, les 


catégories S; pour t quelconque sont à un seul élément, et par suite G est 
régulier. 


Supposons que 1 ne soit fixe que dans l'opération identique, et 
que T laisse fixe / en amenant a sur b(bZÆa). Soit T, amenant 1 
sur / 

ba, FAT TUS), fst TE" 
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fe 
“I 


alors soit 
LRO at Te (es 
onaa,<b,, d'où 
| bip YO) TT (a) TF TT (Qi) 
wee Ti phe bé DG! Trlg gts 
d’où la contradiction. 


Tutortue 2. — Sr l'élément 1 donne une division en deux catégories, 
tout élément j divise S en deux catégories et le groupe est hypertransitif. 


Soient d et e deux éléments, et T, tel que 7 =T,(1). De ab on 

tire 
En PAR yee ESS DE 
et il existe un T tel que b'— T(a’), 1:= T(1), on vérifie alors facilement 
que 
b=T,TT; (a) avec f=T,TT;'(y). 

Ces deux théorèmes ne sont d’ailleurs que des cas particuliers du 

résultat plus général suivant. 


Tutorime 3. — Il est possible d'établir une correspondance biunivoque 
entre les catégories C:; et C;, et dans deux catégories correspondantes une 
correspondance biunivoque entre les éléments. 

Soit en effet j = T(z). Je dis que si a = b(r) 


a’ Tay=Tiby= 0j). 


si a= b(r) il existe un I’ tel que 
Ll == Ox Vis my sea i 
Alors 
b= Tb) SIT (a) = TT'T— (a) 
et 


eas ad Wb ae oe cae 


Done à chaque catégorie C; nous associons une C;; et à chaque élé- 
ment de la première un élément de la seconde. En répétant l'opération 
réciproque au moyen de 17" nous obtenons bien la correspondance 
biunivoque annoncée; car chaque être du second type peut être ainsi 
obtenu au moyen d’un être du premier. 
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Ajoutons une dernière remarque de caractère général : si un groupe 
n’est pas hypertransitif, on a par exemple C,(2)4C,(3), c’est-à-dire 
que toute transformation qui amène 2 sur 3 agit au moins sur 1,2 el oF 
donc dans un groupe non hypertransitif il y a au moins une transfor- 
mation qui déplace trois éléments dont un est donné à l'avance. 


Tuéorème 4. — La correspondance ainsi obtenue est unique, et ne 
dépend pas de la trans formation T choisie pour amener i en J. 


En effet, soient T et T, avec / = T(:)— T,(#). Les deux associés 
de a seront a —T(a), a, —T,(a).OronaT,T-'(j)=JjetT,T-'(a)—=4,. 
Donc a,=a,(j) et par suite T et T, représentent la catégorie C;(a) 
sur la même catégorie C;. 


2. L'hypergroupe d’automorphie d'un groupe de transformations. 
Notion d'hypergroupe quotient. — Nous pouvons donner un autre 
aspect à la définition des catégories, qui nous permettra en même 
temps une légère généralisation de cette notion dans le cas où le 
groupe G serait par exemple un groupe intransitif. 

Nous disons que a = b(c) lorsque l’on passe de a à b par une trans- 
formation appartenant à un certain groupe G.., le sous-groupe de G qui 
laisse c invariant. Remarquons maintenant que tout sous-groupe de G 
définit une division de S en catégories, si nous disons : 


On appelle catégorie tout sous-domaine de S qui est un domaine de 
transitivité pour un sous-groupe de G. 


Considérons en particulier les catégories relatives à G,, et soit 
C,(a) l’une d'elles. Soit a un élément de S, et T une transformation 
qui amène 1 sur a, a — T(x). Si a — T'(1), T’ est de la forme T'—TT, 
où T, est une transformation arbitraire du groupe G,. Si b est un autre 
élément de la catégorie C,(a), on a b= T(1). Donc si T est une 
transformation donnée, toute transformation de la forme VTT, où T, 
et I’, sont deux éléments arbitraires de G, amène 1 sur les points d’une 
même catégorie C,. 

Nous allons maintenant établir le résultat (qui sert de base en fait 
à la notion de l’hypergroupe d’automorphie). 


GROUPES ET HYPERGROUPES ATTACHES A UNE FRACTION RATIONNELLE. 89 


THÉORÈME 5. — Soient deux catégories C,(a,)et C, (b,) composées res- 
pectivement des éléments ay, ..., Any ...3 Oo, ..., bn, ...: soit c un 
élément de la catégorie C,, homologue de C,(b,). Tout élément de C, (ce) 
appartient à une catégorie C,, homologue de C, (by). 


Æ étant un élément quelconque de S, nous désignerons par T,, 
T,, ... des transformations telles que T,(1)=4, et par T,,), T 
des transformations telles que Ty, (4) =k. 

Soit c= T,,(6,), un élément c’ de C,(c) est de la forme T, T,,(4,). 
Il appartient à une C,, dont nous voulons l’homologue C,. Formons 
T,, (c'); il faut montrer que pour un T,, convenable T,'T,1T,,(b,) est 
un b,. 

Or d’après ce qui précède nous pouvons prendre T,, = T,T,, ce qui 
donne même T,'(c’) = b,. Done C,,(c’) est bien homologue de C, (d,). 

On peut énoncer ce résultat autrement, en disant que l’ensemble des 
points, appartenant à l'une au n#ins des catégories C, homologues de 
C:(b,) appartient à un ensemble de catégories C,. 

Dans une précédente Note (') j'ai appelé hypergroupe un ensemble 

A A 
Bl et (BP 
chacune de ces expressions étant susceptible de plusieurs détermina- 

tions, les deux premières étant associatives, et vérifiant les relations 


suivantes : 


! 
(hye * 28 


d’éléments possédant quatre lois de combinaisons AB, BA 


Bo BC DA, noce CB DA. 
Prenons comme éléments une classe de catégories homologues, et 
disons : si A et B ont respectivement comme représentantes C,(a,) et 


C,(4,), l'expression BA aura pour déterminations toute classe dont un 
représentant est une des classes C,(c) définies au théorème 12. 


Avec la convention que nous venons d’énoncer les classes de catégories 
homologues constituent un hypergroupe. 


Proposons-nous maintenant d'obtenir une définition qui ne fasse 


(1) Sur une généralisation de la notion de groupe (Comptes rendus du FITIe Congrès 
des mathématiciens scundinaves, Stockholm, 1934, p. 45). 
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pas apparaître directement les éléments du groupe, de manière à obte- 
nir une généralisation à un sous-groupe quelconque et à un groupe 
non transitif. : 

Remarquons d'abord que les sous-groupes G, des transforma- 
tions T, sont des sous-groupes conjugués du groupe G, dans G et que 
à tout point « correspond une classe T,,G, (du groupe G) qui définit les 
transformations T,, le groupe des T,,, correspond au sous-groupe 
conjugué T,G,T,'. 

Nous pourrons alors dire : une catégorie C, relative au groupe (, est 
constituée par l’ensemble des classes à gauche de G, dont les multipli- 
cateurs appartiennent à une même classe à droite de G, (système de 
transformations que l’on peut écrire symboliquement G, T,G, ). 

D'après ce quia été vu précédemment les transformations G, TG, 
sont celles qui conduiront le point # sur les points d’une catégorie C, 
et par suite les G,T''G,T,G, y conduiront le point 1, ce que l'on peut 


encore écrire, d'après G,= T,G;,T,',sous LÉ forme T,G,(T.' Dae? PS LEIP 
Ceci nous montre que la catégorie C,(T''') est homologue ? à la caté- 
gorie C,( 1) si T= TTT, Nous pouvons alors poser abstraite- 


ment les définitions suivantes : 


DÉFINITIONS. — 1° Étant donné un groupe G et un sous-groupe G,, nous 
appellerons catégorie relative à G, contenant \'' l’ensemble des trans for- 
mations G,T'''G,. 

Nous la désignerons par €, (T\'). 


2° Étant donné un sous-groupe G;conjugué ANSE NE LEE à 
la catégorie C,,(T, TT") sera dite conjuguée de €, Qué 


On vérifie alors immédiatement les deux conséquences suivantes de 
ces définitions : 


Tuéorème 6, — Deux trans formations sont de même catégorie par rap- 
port à G,, st et seulement si la classe à droite de l’une a un élément 
commun avec la classe à gauche de l'autre. 

VHÉORÈME 7. — Si une catégorie C,,, est conjuguce par Y, d’une caté- 
sorte C,, ses éléments sont conjugués des éléments de C par T,. 


Cherchons maintenant à définir une combinaison des catégories 
c 


ANR 
DL 
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Ce, (T9), GT). Soit T,, une transformation de C,.(T), nous for- 
merons T,,G,T,! = G,,, puis T,,[C.,(1)]T;! conjuguée de C,,('T), 
transformations que nous devons appliquer à la classe T, G,, ce qui 
nous donne des classes à gauche de G, dont les représentants seront 
Ta,{ Ge,(T')]. Comme dans cette expression il y a déjà G, à droite, nous 
avons non seulement des représentants, mais mème des classes com- 


plètes, et les transformations obtenues sont finalement les transforma- 
tions du système 


[ Ce, (F)] [Cc,(T”)] => G, TG, T) Gy. 
Ceci nous montre d’abord : 


THÉORÈME 8. — Si T) = TT, toute transformation de la catégorie 
C,(T'°) est produit d'une trans formation de C,,(T) par une trans for- 
mation de C,,(T). 


Par suite nous constituerons bien parmi les catégories un hyper- 
groupe en posant 
[Co,(T)] [Cc,(T)] D Ce, (T9), 
si l’on a 
G, TAG, TG, D G, TO G,. 


Nous appellerons l’hypergroupe ainsi défini hypergroupe quotient du 
groupe G par rapport au sous-groupe G,. Et nous poserons en outre la 
définition suivante : 


Dérinirion. — Lorsque G, est le groupe qui laisse invariant l'élément 1 
de S, l’hypergroupe d’automorphie est le réciproque de l’hypergroupe 
quotient de G par rapport à G,. 


Dans ce cas particulier, nous avions vu que G était régulier lorsque 
G, se réduisait à la transformation identique, et que c'était le seul cas 
où G, était un sous-groupe invariant. Supposons maintenant que nous 
négligeons la représentation par des transformations de S, et étudions 
ce que devient notre algorithme lorsque G, est un sous-groupe inva- 
riant TG, T-'= G, quel que soit T. 

Nous constatons d’abord que l’on a 


Ge (Ges (1 Gl Gye TG, 
Ann. Ec. Norm., (3), LUI. — Fasc. 2. 19 
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et de même | 
CEA NE PA LP mat ME ee CT, 
Donc : 

1° La catégorie qui contient T est identique à la classe à droite et à la 
classe à gauche qui contiennent T. 


Réciproquement d’ailleurs, sz chaque catégorie est identique à une 
classe à gauche, le sous-groupe G, est invariant. En effet si l’on a pour 
tout couple T,,,, T’,, un T,, tel que 

To TT = TT, 


on aura 
' 12 eo" ps m 
Ti, TT, T ‘= Ti) 
puis 
POSTE oh 


(1) 
Ce que nous condenserons en : 


TaéorÈme 9. — La condition nécessaire et suffisante pour que G, soit 
un sous-groupe invariant est que la division en catégories coincide avec 
la division en classes (d’un côté déterminé). 


Proposons-nous maintenant de déterminer à quelles conditions 
l'hypergroupe d’automorphie sera un groupe. Il faut pour cela que 
chaque systéme de catégories produit comprenne une seule catégorie, 
donc que pour chaque couple T, T\” on ait 

G,T G, Lag, Ax, T@TOG,, 
d’ou 
Te G, To G G, Tia TY) G, : 


en particulier si T = T' on aura 


TG, Tit—'C G, Te Tie—-1G, ou Tia G, sc G', 


Si nous remplaçons T® par T—', nous aurions eu 
, RAC, LEE Cr, 
d'où l’on tire 
T2T a\i—} G, Te T a a Tia G, T@-! : 
en comparant, on en déduit G, = TG, T-' quelle que soit T”, c’est- 
à-dire que G, est un sous-groupe invariant. 
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Réciproquement d’ailleurs, si G, est un sous-groupe invariant, la 
catégoric-produit et laclasse-produit ont des définitions concordantes : 
l'hypergroupe quotient n’est autre que le groupe quotient. D'où le 
résultat fondamental : 


Tutoréme 10. — La condition nécessaire et suf fisante pour que l’hyper- 
. groupe quotient soit un groupe est que G, soit un sous-groupe invariant 


de G. En ce cas l'hypergroupe quotient se réduit au groupe quotient a 

Les éléments de G, constituent une catégorie. Donc si G, est un 
sous-groupe propre il y a au moins une autre catégorie. [| peut arriver 
qu'il n'y en ait qu’une autre, leur nombre total est alors 2. En ce cas 
toute transformation de G qui n’appartient pas à G, est de la forme 
T, TT, où T est une transformation fixe de G en dehors de G, et nous 
dirons que le groupe G est hypertransitif par rapport au sous- 
groupe G,. On voit immédiatement que si G est hypertransitif par 
rapport a G,, toute classe a droite a un élément dans toute classe a 
gauche. 

Comme chaque catégorie est la réunion de plusieurs classes d’un 
même côté, nous obtenons le résultat extrème suivant : 


x 


Le nombre des catégories est inférieur à 
égal seulement dans le cas où une classe à droite n'a d'éléments communs 
qu'avec une classe à gauche (à laquelle d'ailleurs elle est identique). 


celui des classes, wl lui est 


D'une manière générale, supposons G, d'indice fini 7 dans G. Il y 
a j — 1 classes autres que G,; s'il y aj’ — 1 catégories autres que G, il 
sera possible de déterminer n — 1 classes à gauche, telles que toute 
classe à droite a des points dans l’une d'elles, et aucun point dans 
l’autre. Conclusion évidente, si l’on se rappelle que chaque catégorie 
est composée d’un certain nombre de classes à droite, et de classes à 
gauche, deux classes de mème catégorie ayant un élément commun. 


3. Groupes et hypergroupes en chaîne. — Nous dirons qu'un groupe 
ou un hypergroupe G, est sous-groupe ou sous-hypergroupe d'un 
hypergroupe donné H lorsque tous les éléments de G, sont éléments 
de H, la loi de multiplication coincidant. 
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Considérons trois groupes G,C G,( G, dont chacun est sous-groupe 
du suivant. Nous allons étudier les hypergroupes quotients 


Une catégorie de à comprend les éléments de G,TG,; c’est donc 
< 


st À G, à G, G, 
une catégorie de G oa meme temps que deg: Donc G, est un sous 


hypergroupe de = Réciproquement soit donné un sous-hypergroupe 
1 
propre de = la réunion des éléments des catégories appartenant au 
1 


sous-hypergroupe forme un sous-groupe, car le produit de deux d’entre 
eux appartient à l’une des catégories détermination du produit, qui 
appartient elle-méme au sous-hypergroupe; donc : 


THÉORÈME 11. — À tout groupe intermédiaire entre G, etG,, appartient 


G, at 
un sous-hypergroupe de CG, et réciproquement. 


En particulier en rapprochant du théorème 18, on obtient : 


G. 
: 6 ’ 3 
THÉORÈME 12. — Les sous-groupes de l’hypergroupe G, sont tous sous- 


groupes de l'un d’entre eux qui est le groupe quotient du normalisateur 
de G, dans G par G,. 


stud; se l’ ne Fa 
Pour étudier de plus près l’hypergroupe quotient G,’ nous devons 


introduire la notion d’hypergroupe quotient de deux hypergroupes. 
Nous ne l'introduirons que pour une catégorie particulière d’hyper- 
groupes, qui sont d’ailleurs les seuls dont nous avons besoin ici. 


Derinition ('). — Un hypergroupe est normal, lorsqu'il contient un 
élément E et lorsque à chaque élément A correspond un élément A~' avec 
les propriétés suivantes : 

RE ee ee eee Ler dS a To 


(1) Cf. l'exposé précité du Congrès de Stockholm, où le terme normal est remplacé 
par le terme : complétement régulier. 
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‘Quel que soit A : 


AURAS RAT OE, ASA DE, 
ABD E = BAS 1 BA SEB DA (1), 


Nous pouvons maintenant définir dans le cas des hypergroupes nor- 
maux un algorithme de catégories exactement calqué sur celui des 
groupes. En effet, soit un hypergroupe H, normal, et un sous- 
hypergroupe normal H,. H, contenant E et T étant un élément quel- 
conque de H, on voit que la catégorie H, TH, contient T et que les pro- 
duits des éléments de H,T"’H, par ceux de H,T®H, parcourent un 
système de catégories H, TH, T' H,. 

Soient alors la suite G,C G.C G, et les aypererounes 

: oe 
GA Gay Gs 
Soit H;;, — a un pee de H;, est une catégorie G,TG,, où T est 


dans G;. Un élément de it. “ce sera une catégorie H,,(G,TG,)H),,. Or 


ona 
H.,G,=G,H.,=G 


en tant que système d’éléments de G;. Donc un élément de i est 


identique à un élément de H,, et nous obtenons le résultat foudainental 
suivant : 


TaéorÈèME 13. — Théorème d'isomorphie généralisé : 
St l’on a 
He ry, 
ona 


[c) 


G, 
iat 


Ce théorème constitue une généralisation d’un résultat bien connu 
lorsque G, et G, sont sous-groupes invariants de G, et G, sous- groupe 
invariant de G.. Il est d’autre part clair qu'il est valable même si les G 
sont des hypergroupes normaux et non des groupes. 


Ge c0llhl ol dich se ana’ en enter": eme PT RAR RS RE EE EE EDEG=PEAEE EaRE MERGE 


(2) Ces conditions sont visiblement compatibles mais non indépendantes. 


7% 
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Dans ce théorème, nous admettons implicitement la définition sui- 


vante : 


Deux hypergroupes H et H sont dits isomorphes si l’on peut établir une 
correspondance biunivoque entre leurs éléments, de manière que, a et a 
se correspondant, 


FRET nr 


Nous écrirons H =H ou parfois H © H. 

On peut aussi étudier des problèmes analogues aux principes 
d’homomorphie et de réduction de la théorie des groupes. Nous défi- 
nirons : 


Une correspondance qui à tout élément a de l’hypergroupe normal H 


associe un élément a de H est une homomorphie si abc entraine 
ab De. 

Une telle correspondance sera dite semi-isomorphie st en outre : tout 
élément de H est image d’au moins un élément de H, et si chaque sys- 
ième a, b, y tel que ab Dy est image d'au moins un a, b, ¢ tel 
que He Enfin une quasi-isomorphie est une ol dans 
laquelle seule l'unité a l'unité pour image et où tout élément de H est 
image d’un élément de H. 


Nous écrirons H-~~H (homomorphie); HZH (semi-isomorphie); 
HAH ou HH (quasi-isomorphie). La semi-isomorphie entraine 
l’homomorphie, mais la réciproque n’est pas exacte. On peut avoir 
une semi-isomorphie d’un groupe sur un hypergroupe, nous en verrons 
des exemples, mais non une isomorphie (bien entendu). Pour des 
groupes, semi-isomorphie et homomorphie se confondent, ainsi que 
quasi-isomorphie et isomorphie. Soit par exemple deux hypergroupes 
normaux H, et H, (ou deux groupes), H, étant un sous-hypergroupe 
de H,. Si nous associons un élément à la catégorie qui le contient, 


H, 
nous obtenons une représentation de H, sur ; j, qui vérifie toutes les 
propriétés de la semi-isomorphie. Donc : 


Tuéorème 14. — StH, est sous-hypergroupe de Hy. H, © ir ( Principe 


d'homomorphie généralisé, première partie). 
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Dans le cas où H, est un groupe et H, un sous-groupe non invariant 
nous obtenons bien ainsi une semi-isomorphie d’un groupe sur un 
hypergroupe. 

Dans une représentation isomorphe de H sur H un sous-hypergroupe 
de H est représenté sur un sous-hypergroupe de H. Dans une repré- 
sentation homomorphe, il n’en est pas nécessairement ainsi. Soit H’ 
un sous-hypergroupe de H, les images des éléments de H forment un 
sous-systéme de H. Soit deux éléments de ce sous-systeme : l’une des 
déterminations au moins de leur produit est image d’un élément 
de H’, mais il n’en est pas nécessairement ainsi, méme en cas de semi- 
isomorphie des autres déterminations du produit. 

Dans le cas particulier où il s’agit de la semi-isomorphie Haz ae 
tous les éléments qui ont un méme associé sont de la forme H TH. 

Soit un deuxième sous-hypergroupe H', et A et B deux éléments 
de H'. Leurs associés sont les catégories H, AH, et H, BH, dont le pro- 
duit est le systeme de catégories H, AH, BH, comprenanten particulier 
H, ABH,. Nous voulons que chaque catégorie du systeme comprenne 
au moins un élément de la forme T,CT, où T, et T, sont de H, et C 
de H,. Donc tout élément de la forme T,AT,BT, étant de la forme 
T,CT,, il faut et suffit que tout élément AT,B soit de la forme T,CT., 
c'est-à-dire que H,H, H soit contenu dans H,H, H,. 

Tatortme 15. — Pour que la semi-isomorphie H, © it donne une semi- 


isomorphie du sous-hypergroupe H, de H, sur un sous-hypergroupe H° 
de us il faut et suf fit que Von ait 


WH, H,C 4,0), H, 


(condition de comparabilité ). 

Cette condition est en particulier réalisée : lorsque H, est sous- 
hypergroupe de H, (ou vice-versa); lorsque H, est sous-groupe inva- 
riant du groupe H, ou lorsque H' est sous-groupe invariant. 

Elle peut encore s’écrire : le produit libre dans H,, H, oH,, ensemble 
de tous les éléments du groupe H, de la forme T,A,T,A,T;A:..., où 
les T etles A appartiennent respectivement à H, et H',, quiest un sous- 
hypergroupe de H,, le plus petit contenant à la fois H' et H,, est com- 
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pris dans le produit simple H,H,H,; tout élément de H,H,H,, appar- 
tient d’ailleurs au produit libre. D'où l’autre forme de la condition 
de comparabilité 

H'oH,=H,H,H,. 


ai. s HEIN | H a. 
Dans la semi-isomorphie H,~ i’ l'unité de FH est l’image des seuls 
1 . 1, 
éléments de H, qui appartiennent à H,. Soit maintenant une homo- 


morphie de H sur H. Les éléments qui sont représentés sur l'unité 


de H constituent un hypergroupe H'; et les éléments T et H'TH' ont 
pour image le méme élément de H. Nous définissons donc ainsi une 


homomorphie de e sur H; si en outre la premiére homomorphie était 


une semi-isomorphie, la seconde est une quasi-isomorphie. D’où 
paie, 


Taéorëme 16. — H' étant l’hypergroupe des éléments représentés sur 
l'unité de H, on a 
H = Bre iz 


H~H> > ~ 4H, HrH>— xt. 


(Principe @’homomorphie généralisé, deuxième partie ). 


Soient maintenant deux hypergroupes normaux H, et H,, sous- 
hypergroupes d’un même hypergroupe H, et formons les deux hyper- 
groupes quotients 


Hl, RARE CELA 


4 Sean on lots La sis 
<= (Hay \ Hy) . H, 


Si un élément d’une catégorie de Q appartient à une catégorie de Q*, 
ceile-ci contient tous les éléments de celle-là. En effet H, ()\ H, est 
sous-hypergroupe de H,. Nous obtenons ainsi une représentation deQ 
dans Q*, le produit est visiblement conservé, donc il y a homo- 
morphie. 

Pour qu'il y ait quasi-isomorphie; il faut : 1° que les unités se cor- 
respondent biunivoquement : or la catégorie unité de Q* est H,; 
dans H, elle détermine seulement H,/ \H, donc rien que l’unité deQ. 
Il faut ensuite : 2° que toute catégorie de Q contienne un élément 
de H,. Done pour tout T de H,oH, on a un T,, un T, de H, et un T, 
de H, tels que T, TT, > T,. Dans le cas où nous avons affaire non à des 
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hypergroupes mais à des groupes, cette condition est équivalente à la 
condition de comparabilité. Et nous énoncerons : 


Taéorème 17. — H, et H, étant deux sous-hypergroupes normaux 
d’un hypergroupe normal H, on a 


H, (H,0oH,) 
Ha HS SU. 


avec correspondance des unités. 
St H, H, et H, sont des groupes et si 
HMR HS 


ona 
LL, 


(HA) He) 
Résultat qui constitue le principe de réduction généralisé. 
Enfin énoncer qu’il y a isomorphie revient à affirmer la relation sui- 
vante : 


(H,0H,. 


cies 


TC H,(H, TH) EN) T (LNH), 


qui semble plus stricte encore que la condition de comparabilité. 

REMARQUE FINALE. — Dans tout le cours de ce Chapitre nous avons 
défini l’hypergroupe quotient au moyen de catégories (d’abord sys- 
tèmes de points conjugués entre eux, puis catégories d’éléments du 
groupe). Il importe de remarquer que les classes au sens usuel du mot 
constituent aussi un hypergroupe. Car le produit du système TG 
par T,G c'est 

LGEG =(TG TA: 

En remarquant que chaque classe appartienta une catégorie, on trouve 
une représentation quasi isomorphe de l’hypergroupe des classes sur 
Vhypergroupe quotient; bien plus les images des déterminations d'un 
produit contiennent toutes les déterminations du produit des images. 
Et cependant si le sous-groupe n’est pas invariant les deux hyper- 
groupes sont distincts : on voit donc la différence entre les groupes et 
les hypergroupes, puisque pour les premiers la correspondance biuni- 
voque des éléments un (hypothèse plus faible que la quasi-isomorphie) 
suffit à caractériser les isomorphies parmi les homomorphies; et par 
cela même se trouve justifiée l'introduction des divers degrés d’homo- 
morphie que nous avons précédemment introduits. 


i 
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CHAPITRE II. 


L'HYPERGROUPE DES AUTOPROJECTIONS D'UN RECOUVREMENT RAMIFIÉ. 


4. Définitions générales. — Soit K un complexe simplicial à 
n dimensions. Nous désignerons par la notation S* un simplexe à 
k dimensions de la décomposition simpliciale; toutefois, à cause du 
rôle particulièrement important qu’ils joueront, nous désignerons 
par S; les simplexes d'ordre 7 ainsi que par P; les simplexes d'ordre O 
(sommets du système). 

Nous rappelons que deux simplexes S;, Si" (avec k*< k) sont inct- 
dents lorsque tous les sommets de Si” appartiennent à S;. 

Plus généralement nous dirons que deux simplexes sont vozsins 
d'ordre u lorsqu'ils ont u sommets communs. L'ordre du voisinage est 
égal ou inférieur au nombre de dimensions augmenté de 1 du sim- 
plexe qui a le plus petit nombre de dimensions. 

L’incidence est un cas particulier du voisinage. 

Nous appellerons articulation de deux simplexes voisins le simplexe 
de la plus grande dimension qui soit incident à tous deux (c’est un 
simplexe S; "). 

Le cas particulier du voisinage de deux simplexes de dimension n, 
S;etS; est spécialement important. Nous introduirons la définition 
suivante : 

Deux simplexes de même nombre de dimensions sont accolés lors- 
qu'ils sont voisins d'ordre #, c’est-à-dire ont tous leurs sommets com- 
muns sauf 1. 

Nous nous proposons d'étudier les recouvrements du complexe K 


en nous bornant au cas particulier où K vérifie les conditions sui- 
vantes : 


1° Condition de pureté : tout simplexe d'ordre 4(& < n) est incident 
à au moins un simplexe d'ordre #+ 1. 

2° Condition de connexion : étant donnés deux simplexes quel- 
conques S; et S; à n dimensions, il existe au moins une suite de 
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simplexes à n dimensions joignant S; à S,, telle que chaque simplexe 
intermédiaire soit accolé au précédent et au suivant. Une telle suite 
s’appellera un chemin simplicial de S; à S;. 

3° Condition de non repliement : un simplexe d’ordre n—1 est 
incident a au plus deux simplexes d’ordre n. 


En outre nous aurons parfois a utiliser la condition de non étrangle- 
ment qui s’énonce ainsi : étant donnés deux simplexes §; et S; voisins 
d'ordre u(u <n) ayant pour articulation le simplexe S;;", il existe au 
moins un chemin simplicial allant de S; à S,, et tel que deux simplexes 
S, et S, quelconques du chemin soient voisins d’ordre uw au moins, 
leur articulation S;/" étant incidente a S#". 

Nous dirons qu’un complexe K est un compleae de recouvrement du 
complexe K, ou que K est un support de K si les conditions suivantes 
sont vérifiées : 


1° K est pur, connexe et non replié. 

2° A chaque simplexe S” de K correspond un complexe S‘, au même 
nombre de dimensions que nous appellerons trace de Sr. 

3° Deux simplexes incidents de K ont pour trace deux simplexes 
incidents de K. 

4° Si S; et S; sont deux simplexes accolés de K, et s’il existe 
un S; ayant S; pour trace, il existe un S; ayant S; pour trace et tel 


que S; et S; soient accolés. 


L’abandon de la condition 4° conduit à l’introduction des complexes 
de recouvrement à frontière relative, qui s’introduisent notamment 
dans les questions d’approximation de complexes de recouvrement à 
une infinité de feuillets. 


5. Propriétés fondamentales. — Soit S, un simplexe 4n dimensions 
de K et ,S,, 2So, … les simplexes ayant S, pour trace. Déterminons un 


chemin simplicial F joignant S, à S, (S, étant un simplexe quelconque 
de K). Choisissons un /S, At Ii existe sur K un chemin sim- 
plicral L unique, tel que chacun de ses simplexes att pour trace un sim- 


plexe de Y, et partant de Sy. 
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En eflet, nous connaissons le premier simplexe du chemin I a déter- 
miner. D’après 4°, connaissant le n°", on peut trouver un (n +1)" et 
d’après la condition de non repliement ce (n+1)*"* est déterminé 
d’une manière unique. 

D'où résulte immédiatement le théorème suivant : 


Tnéorèue 18. — A chaque simplexe S; à n dimensions de K correspond 
le même nombre (éventuellement infini) de simplexes S; de K ayant 8; 
Pour trace. | 


Soit maintenant ,S, un simplexe fixe de K et S, un quelconque des 
simplexes ayant même trace. A tout chemin simplicial F, partant 
de ,S, correspond un chemin simplicial bien déterminé TEA partant 


de ;S,. Nous dirons désormais que T; est une projection interne de T',, 
et nous appellerons trace le chemin T de K correspondant. 

Les chemins fermés T de K issus de S, forment un groupe, le pro- 
duit ['T étant défini comme d'habitude par l'exécution du chemin I, 
puis du chemin I”. 

Nous appellerons lacet un chemin fermé formé de simplexes tous 
différents, sauf le premier et le dernier, tel que deux quelconques 
des simplexes du chemin soient voisins d'ordre n—1. Soit 
So Si +0 « Sx Sie Seva Sax un lacet. Soient P,P”, ..., P les sommets 


ve 


de S;, le simplexe accolé S,., a pour sommets, avec une numérotation 
. \ k ck tk 2 = . 
convenable les points P#, P,”’,..., P,P ; le simplexe S,., contient 


nsommets de S;,,, mais ne peut pas contenir les zn points P.”, ..., Pa 


n—4 


cause de la condition de non repliement, donc il en contient n —1 et 


. . tk oneness . 
en outre il contient P,,,. Nous avons donc les deux possibilités sui- 
vantes : 
k :) k ki i 
Cdl PO ele À as. pio 


nt my 


(kh) P(h) (hy D(x) PAY 
(a) (Pi Fy Ne PUS) Pees 


(PA Pi, | Pm ) pir) pr) 


1-2 NAT N+29 


(Kk) PCr) D(A) (hk) tk 
fd gc LT US 


HA mod 


( b) erry. . Sn pi pi 


in| +49 


rh) P(A) dh D(A) Ply 
(I 0 I 1 «sel ee) : a I tite 41° 


Cherchons maintenant quelles conditions doit réaliser S,,, dans le 
cas a et dans le cas b. 


pant ny ae 
; 
=f _ 


FENTE 
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Dans le cas (a), S,,, contient au moins n sommets de Sy», donc. 


l’une des combinaisons suivantes : (P{)P\”...P‘”, pr ou 
Le Pp“ k) cu v À ï 4 
tin Geeta bran ele he). Contient moins 


n—1 cts e de S,.,; cette condition est réalisée pour les deux der- 
nières, mais impose pour la première combinaison l'emprunt de P‘" 

ou P;. Enfin la deuxième combinaison est interdite par la condition ‘de 
non repliement. Nous avons donc, comme types possibles de prolon- 


gement duchemin a: 


| PPidubs manip oz Pine Pis parpiet 
(a, ) 
Do Piast? ta Pie Pel alate PsP Pye Pas: 
sm Pp hp. osPic, Psp Pyis P,P SP, Pw, Pee, Pal, 
“i DRE PER PST ER Pos Prasat 
pn ore Pi. Pr : rs 
(as) 5 con cm à es reer Papile preps spee. 
[a ee aes a ae CEN: Due 
oe "i P,P, eus MEN Poe Tics 5 Ps ee 2 Pra PrieP ne 
Cherchons maintenant à ajouter un quatrième simplexe au 


chemin b. Devant être accolé au simplexe S,.,, S;., contient une face 
de lunsdes {types suivants: (PoP,.2.. P23) PSP, PP. .., ProP,, 
P,P,,...,P,:P,.,. Les deux derniers de ces types sont exclus par la 
condition de non repliement. La condition de voisinage avec S,,, est 
réalisée par le premier; quant à la condition de voisinage avec S,, elle 
est aussi réalisée automatiquement. Nous pouvons alors compléter le 
simplexe, soit par P,,_,, soit par un nouveau point P,.,, d'où les deux 


types : 


Perens Bp <epaics fpeyys Ope. Ope ines 
25) | PS P, eee ea ee P, n+19 PS Py - . Pas PE ee Pas ; 
Pe ee A ES Pb ere Pe Pa, 
(2e) MEY EPP PLAT PP PDT PE, 


Parmi ces diverses combinaisons les types b, a;, b, constituent des 
lacets fermés à 3, 4 et 4 simplexes respectivement. Jl n'est pas possible 
de représenter topologiquement le lacet a, sur le lacet b, avec correspon- 

€ St — 1 som- 
dance des simplexes, les quatre simplexes ayant en commun n — 1 50 
mets dans a, et n — 2 sommets dans by. 
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«ous appellerons lacet pur un lacet dont tous les simplexes S; ont 
en commun un même simplexe à n — 2 dimensions. A cause de la 
condition de non étranglement, tout simplexe à m— 2 dimensions qui 
n'appartient pas à la frontière du complexe K définit un lacet pur ou 
plus exactement un groupe abélien cyclique d'ordre nul de lacets 
(dont la signification intuitive serait le groupe des rotations autour de 
ce simplexe). | 

L'intérêt de la notion de lacet réside dans la définition combinatoire 
du groupe fondamental du complexe K et dans sa combinaison avec le 
complexe K. Nous dirons que deux chemins simpliciaux se déduisent 
l’un de l’autre par une déformation élémentaire, si les deux chemins 


CSS C'EST 


“a 
ont entre eux les relations suivantes : 


1° Ils ont méme simplexe initial et méme simplexe final ; 
2° Les deux chemins comportent un méme nombre de sections se 
correspondant respectivement 


GS/s Bate Of, Shi, Sé SEE SH 
S, 


Se 188 Spicy Ma SAR ET 
telles que : (a) S; et S;, S; et S;,, S, et S,, soient ou identiques, ou 
accolés ; (b) si deux sections correspondantes ne sont pas identiques, 


les chemins définis par S;...S,S;,...S,S;,... soient des lacets purs 
(si S, est identique à S,, ou S; à Sj, on n’écrit qu’une seule fois le sim- 
plexe correspondant). 


Il est facile de démontrer, et nous ne nous étendrons pas sur ce 
résultat, que : 


1° A chaque chemin topologique peut être associé par une déforma- 
tion homotope un chemin topologique n’ayant que des points isolés 
sur lui-même communs avec les simplexes de dimension < n de K. 

2° Un chemin topologique peut toujours par une déformation 
homotope ne plus contenir de points des simplexes de dimension 
<n— 1 (nous dirons qu'il est alors devenu normal). 

3° A chaque chemin normal nous pouvons associer la suite des 
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simplexes S; que l’on rencontre en parcourant le chemin normal : cette 
suite est un chemin simplicial. 

4° Deux chemins normaux associés au méme chemin simplicial sont 
homotopes entre eux; car le point de passage d’un simplexe au sui- 
vant se trouvant dans la même face, on peut d'abord amener par 
homotopie ces points de passage les uns sur les autres; ensuite à 
l'intérieur d’un même simplexe deux segments de chemin qui joignent 
les deux mêmes points sont homotopes entre eux. 

5° Considérons deux chemins normaux homotopes quelconques. 
Nous pouvons toujours faire la déformation dé manière à ne pas passer 
par les points des simplexes d’ordre < n— 2, et en outre de manière 
à ne couper à la fois qu’un seul simplexe d'ordre n — 2. 


Ceci revient à exprimer que les chemins simpliciaux associés à nos 
deux chemins normaux se déduisent l’un de l’autre par des déforma- 
tions élémentaires au sens plus haut introduit. 

Comme la réciproque est plus évidente encore, nous obtenons fina- 
lement le résultat suivant, en groupant en une même classe les 
chemins simpliciaux qui se déduisent l’un de l’autre par une suite de 
déformations élémentaires : 


Tutorime 19. — Le groupe fondamental du complexe K n’est autre 
que le groupe des classes de chemins simpliciaux fermés contenant un 
simpiexe S, donné. 


6. Relations entre les groupes fondamentaux K et K. — Étant données 
les conditions du recouvrement, nous avons vu que, à tout chemin 
fermé de K, correspond un chemin fermé de K. De même à une défor- 
mation élémentaire dans K correspond une déformation élémentaire 


dans K. 
Mais réciproquement soit un chemin fermé dans K, il ne lui corres- 


pond pas nécessairement un chemin fermé dans K. Prenons alors deux 
chemins fermés C et C de K et K respectivement, qui se correspondent. 
Faisons subir à C les diverses séries de déformations élémentaires 
dans K. Certaines de ces séries pourront se traduire dans K, et C restera 
un chemin fermé. Mais il y en aura d’autres qui ne pourront pas se 
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traduire dans K. De sorte que si à deux chemins homotopes dans K cor- 
respondent deux chemins homotopes dans K, le phénomène inverse 
peut se produire. 

Appelant déformation tolérée une déformation élémentaire de K qui 
se traduit par une déformation élémentaire dans tous les feuillets 


de K, nous arrivons au résultat suivant : 

En considérant comme équivalents deux chemins se déduisant l’un 
de l’autre dans K par une déformation tolérée, nous définissons dans 
les chemins fermés de K passant par un simplexe donné des classes de 
chemins formant un groupe, que nous appellerons le groupe auxiliaire 
du recouvrement K. Et par suite : le groupe fondamental de K est 
obtenu par le groupement en classes des éléments du groupe auxiliaire 
du recouvrement K. On a ainsi une homomorphie du groupe auxiliaire 
sur le groupe fondamental. ‘ 

Le groupe auxiliaire comprend un élément unité, c’est la classe de 
tous les chemins se réduisant à O par déformation tolérée. 

Nous appellerons éléments ramifiants les chemins homotopes de O 
et n’appartenant pas à la classe unité du groupe auxiliaire. Il est 
d’abord clair que les éléments ramifiants, si on leur adjoint la classe 
unité, forment un groupe. Nous constatons aussi que dans le groupe 
auxiliaire le sous-groupe des éléments ramifiants est invariant. Nous 
pouvons alors énoncer le résultat suivant : 


Tntoréme 20. — Le groupe fondamental de K est le groupe facteur du 
groupe auxiliaire du recouvrement par rapport au groupe des éléments 
ramifiants. 


Nous pouvons maintenant chercher à obtenir une représentation du 
groupe auxiliaire comme groupe fondamental d’un complexe K, con- 
venable. Nous y parviendrons par l'opération classique de perforation. 
Nous avons vu que, à chaque déformation élémentaire correspondait 
un cycle de simplexes S; ayant tous en commun un simplexe S’~? de 
dimension n — 2. 


Pour donner une définition précise de la perforation le long d’un 
Le 


système de simplexes S"? on peut par exemple opérer de la manière 
suivante : faisons la représentation de chaque simplexe du système 


À t ae 
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sur le simplexe analytique correspondant, en s’astreignant à ce que les 
représentations des simplexes voisins soient cohérentes, c’est-à-dire 
que les coordonnées barycentriques non nulles de l’image d’un point 
de leur simplexe d’articulation soient les mêmes dans les deux repré- 
sentations topologiques. Dans ces conditions un point du simplexe S-? 
a une image dont deux coordonnées sont nulles. Nous enlèverons du 
simplexe S”~* les points dont ces deux coordonnées sont inférieures à 
e< 1 et, dans ces conditions, on constatera facilement que : dans le 
complexe K, obtenu par la perforation € de K toute déformation homo- 
tope est une déformation permise du groupe auxiliaire et réciproque- 
ment. De sorte que nous obtenons le résultat suivant : 


THéORÈME 21. — Le groupe auxiliaire de K n’est autre que le groupe 
fondamental d'une perforation K, de K. 


Il est alors clair que nous pouvons traiter le complexe de recouvre- 
ment de K comme un complexe relativement non ramifié sur K,. Mais 
ici une difficulté se pose : est-ce qu’il y aura pour tout type de per- 
foration une possibilité de construire une surface effectivement 
ramifiée par rapport à l’élément donné. En d’autres termes et pour 
donner un énoncé précis au problème on est conduit à lui faire 
prendre l’aspect suivant : 

Soit un complexe K donné a priori possédant un certain groupe 
fondamental, et une perforation K, ; quels sont les simplexes de la 
perforation K, qui sont essentiels, c’est-à-dire que l’on ne pourrait 
supprimer sans modifier le groupe fondamental de K,. 

La réponse est facile et nous ne nous étendrons pas sur la 
démonstration : tout simplexe S"-? qui possède un simplexe partiel 
S"--*(k > 0) libre (n’appartenant pas à un autre simplexe S"~ de la 
perforation, mais appartenant à un autre simplexe S3~ du système K) 
peut-être supprimé sans modifier le groupe fondamental de K,. On 
montre en effet par une simple énumération que si S"-*~“ est libre et 
si, seul de tous ses incidents d'ordre n—2, Si est perforé, une suite - 
de déformations permises amène le lacet pur Si sur S3~* qui lui est 
réductible à O par une déformation permise. D'où la conclusion : 


Tutortme 22. — La chaine constituée par les simplexes de ramification 
Ann. Ec. Norm., (3), LILI. — Fasc. 2. 19 
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peut toujours étre considérée comme une chaîne relativement sans fron- 


tière. 


(Nous entendons par chaine relativement sans frontière une chaine 
dont la chaine frontière fait partie de la frontière de K.) 

Réciproquement d’ailleurs, si nous considérons un système relati- 
vement sans frontière de perforation il existe au moins un lacet pur 
qui ne peut être réduit à zéro sans traverser le système et, par consé- 
quent, le groupe fondamental de K, se trouve différent du groupe 
fondamental de K. 

Il importe d’ailleurs de noter que le fait que la perforation K, donne 
lieu à un groupe différent de celui de K ne signifie pas que ces deux 
groupes ne peuvent pas être représentés l’un sur l’autre par une iso- 
morphie. Il signifie simplement que l’homomorphie que nous avons 
mise plus haut en évidence n’est pas une isomorphie. Enfin il faut 
remarquer aussi que, sauf dans le cas de deux dimensions (surfaces 
et recouvrements riemanniens) le groupe des éléments ramifiants 
n’est pas nécessairement engendré par des éléments générateurs 
libres (par exemple si nous perforons l’intérieur d’une sphère dans 
l’espace à trois dimensions par un cercle intérieur et plusieurs cordes 
de ce cercle ne se coupant pas). Dans le cas des recouvrements 
riemanniens les éléments de ramification étant des points isolés, le 
groupe des éléments ramifiants est toujours représentable au moyen 
d'éléments générateurs libres. | 

L'étude du groupe de ramification est donc ramenée à l'étude des 
nœuds, tresses et structures topologiques analogues. Nous ne nous 
étendrons pas davantage sur ce point, mais avant de passer au pro- 
blème des autoprojections des complexes de recouvrement, nous 
allons indiquer un moyen au moins théorique de construire tous les 
recouvrements d’un complexe donné. 


7. La définition de K par la matrice des contacts. — On sait que 
l’on peut se donner le complexe K par son schéma de simplexes, 
c'est-à-dire par la donnée de tous ses simplexes d’ordre O (sommets) 
et des différentes manières d'associer les sommets en simplexes. On 
peut aussi pour déterminer K se donner les matrices d’incidences. 


P à 4 — 
EN 


3 
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Le probléme que nous nous poserons actuellement est le suivant : 
étant donné un complexe K, déterminer tous les complexes K recou- 
vrements ramifiés ou non ramifiés de K. On sait que pour les com- 
plexes non ramifiés, le problème est résolu d’une manière au moins 
théorique par la recherche du groupe fondamental et de ses sous- 
groupes. On pourrait évidemment s’en tenir là et donner à notre pro- 
blème la solution suivante : énumérons toutes les chaines fermées de 
simplexes S'?, d’où nous déduirons toutes les perforations K,, puis 
tous les recouvrements possibles de K,. 

Nous pouvons aussi procéder de la manière suivante : adjoignons 
aux matrices des incidences une matrice supplémentaire, la matrice 
des contacts, construite de la manière suivante : à chaque simplexe 
d'ordre n de K correspondra une ligne et une colonne. Au croisement 
d’une ligne et d’une colonne de numéros différents nous inscrirons 1 
ou 0, suivant que les deux simplexes envisagés seront accolés ou non 
(ce que nous pouvons déduire immédiatement de la première matrice 
d’incidences : on sait que les colonnes y sont les simplexes d'ordre n, 
les lignes des simplexes d'ordre n —1, et qu’on inscrit 0,1 ou —1 
suivant qu’il y a non incidence, incidence à orientation concordante, 


incidence à orientation non concordante : il y a accolement lorsque 


sur une même ligne se trouvent dans les deux colonnes considérées 
deux éléments de module 1). 

Nous pouvons aussi considérer la matrice des contacts orientés : 
chaque simplexe étant pourvu d’une orientation il y aura accolement 
avec orientation concordante ou discordante suivant que les orienta- 
tions induites dans le simplexe d’articulation seront discordantes ou 
concordantes, ce que nous traduirons par + 1 ou —1 respectivement. 

Soient alors S;et S; deux simplexes de dimension n, etc, es; respecti- 
vement les termes relatifs aux simplexes S’-"' dans leur colonne de la 
matrice E”~' des incidences des simplexes de dimension n sur les 


simplexes de dimensions 7 — 1. On constate alors immédiatement que 

le produit scalaire > ces, est égal ao, à — 1 ou à +1 suivant que S, 
n rete 

et S; sont non accolés, accolés avec concordance ou accolés avec 


discordance des orientations. Ceci n’est d’ailleurs valable que si 1. 
. . . : = PSE * 
Dans le cas où t=, cette expression est égale à n-+1. Soit alors E’—' 
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la matrice transposée de E"-", et soit C”-' la matrice C"-'= E""E"". 

Si nous remarquons qu’un simplexe S; ayant n + 1 faces peut être 
considéré comme n+ 1 fois accolé à lui-méme, nous sommes conduits 
à la définition suivante; la matrice des contacts orientés sera un 
tableau carré symétrique, où le terme Y;; sera égal : sit =j à n +1, 
sit<j à 0, —1 ou +1 suivant que les simplexes S;S; sont non 
accolés, accolés avec concordance, ou accolés avec discordance 
d’orientations, et au résultat suivant : 


THéorème 23. — La matrice des contacts orientés est égale au produit 
de la matrice des incidences d’ordre n par la matrice transposée. 


Si nous cherchons à construire la matrice des contacts orientés 


de K nous constaterons un certain nombre de relations remarquables 
avec la matrice des contacts orientés de K. Nous supposerons d’abord. 


(ce qui est naturel) que chaque simplexe S; de K a mème orientation 
que sa trace. Nous constaterons alors successivement que : 


1° Le damier de la matrice C"-' de K s’obtient à partir de C*-' par 
division de chaque ligne et de chaque colonne en un même nombre, 
pouvant être infini, de lignes et de colonnes, égal au nombre de 
feuillets du recouvrement considéré (conséquence des conditions 2 
et 4 du recouvrement, d’après le théorème 18). 

Nous appellerons compartiment une case de C"-', réservant le nom 


de case au tableau C7. 


2° Si une case contient — 1 ou + 1, le compartiment qui la contient 
contient aussi — 1 ou +1 (conséquence de la troisième condition de 
recouvrement). 


3° Si un compartiment contenait o, toutes les cases de ce comparti- 
ment vont contenir aussi o (autre conséquence de la troisième condi- 
tion). 

4° Dans un compartiment qui contenait — 1 ou +1, il y a dans 
chaque ligne et dans chaque colonne un élément et un seul qui est 
égal à — 1 ou + 1 respectivement (conséquence de la quatrième con- 
dition). 

5° Les cases des compartiments de la diagonale principale con- 
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tiennent o ou n +1 suivant qu’elles sont ou non sur la diagonale 
principale de leur compartiment. 


Supposons maintenant que nous ayons construit un tel tableau à 
partir de la matrice des contacts orientés de K. Est-ce que la réalisa- 
tion des conditions 2° à 5° est suffisante pour qu'il existe un recouvre- 
ment K de K répondant à ce tableau, et est-ce que ce recouvrement est 
déterminé d'une manière unique ? 

Il nous faut pouvoir construire le schéma de structure de K. Partant 


d’un simplexe S; de K nous pouvons d’abord construire la première 
matrice des incidences de K en remarquant que, à chaque simplexe 


S- de K correspondent des simplexes superposés S”-' de K en 
nombre égal au nombre de feuillets. Le tableau des incidences de K 
par comparaison avec le tableau des contacts de K nous permet alors 
de construire un tableau des incidences de K, qui au surplus vérifie 
évidemment la relation fondamentale entre tableau des incidences et 
tableau des contacts orientés. 

Considérons maintenant chacun des simplexes n — 2. Pour déter- 
miner s’il est ou non de ramification nous n’aurons qu’à lire avec 
l’aide du tableau des contacts et des incidences quelles sont les 
chaines qui correspondent au lacet pur dont il est l’axe dans K. Nous 
aurons alors la possibilité d'obtenir un tableau d’incidences d'ordre 
n —1 sur l’ordre n—2, en considérant que tous les simplexes qui 
interviennent dans une chaîne relative à un même lacet pur sont 
incidentes à un même simplexe d'ordre n— 2 de K. Nous pouvons 
alors attribuer à ce simplexe une multiplicité égale au nombre de 
feuillets qu’il permute (ce qui conduit à une notion analogue à celle 
de ligne double d’une surface algébrique). 

Passons aux incidences des simplexes d'ordre n— 3, PTE se 
pour un tel simplexe S/~ tous les simples d'ordre n — 2 qui lui sont 


incidents; partons d'un tel S/;* déterminé, et soit S;;; l’un des 
simplexes d'ordre n—2 qui sont dans K projetés sur S7;*. Il faut 
admettre que un Sj,” se projette sur 5", Tout S"“' incident à ce Si," 
doit être incident à ce Sn puis tout S” incident à un tel S"-", puis 


dans un tel 8” les §’-' et S"-? qui se projettent sur des S"-' et S”” 


ek 
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incidents au $?~ seront incidents à ce S,. Et ainsi de suite, ce qui 
permettra de déterminer parmi les S"~* qui se projettent sur un S" 


n—3 


incident à $?~* tous ceux qui doivent être incidents à un même Sj; °. 
D'où par répétition un nombre fini ou infini de fois de cette opération 


l’énumération des $"-* à attribuer au complexe à construire et la 
détermination du tableau des incidences des S"—? sur Jes $"—*. 


Répétons maintenant l'opération, nous aboutirons à |’énumération 


de S"-*, $"—5, S’-*, etc., jusqu'à des sommets. Il reste à savoir si 
l’énumération ainsi obtenue peut constituer le schéma d’un complexe 
à n dimensions. Par référence à la projection, il ne peut pas arriver 
qu'un S"-* ainsi énuméré soit incident à plus de n— # + 1 sommets. 
Par contre peut-il arriver que deux simplexes énumérés comme dif- 
férents aient des sommets identiques ? Il faudrait d’abord qu'ils aient 
même projection sur le complexe de base. Or, supposons que deux Sms 
superposés étant énumérés comme différents, ils soient cependant à 
considérer comme incidents à des $"-#-! tous identiques. On constate 
immédiatement que d’après la condition de non étranglement et la 
construction donnée à l’alinéa précédent, le phénomène s’étend de 
proche en proche; mais le même calcul montre alors que l’on peut 
aboutir à vérifier toutes les relations imposées en considérant les $"—#-! 
étudiés comme tous non identifiés. 

Nous constatons que nous avons encore une condition à vérifier : 
est-ce que le complexe ainsi réalisé est connexe ? Il est clair que 
les conditions que nous nous sommes imposées ne permettent pas 
de l’affirmer a priori, et que nous pouvons ainsi obtenir plusieurs 


recouvrements de K non connexes entre eux. Et la conclusion de cette 
étude sera alors : 


Tutortme 24. — Étant donnés un complexe K et sa matrice des con- 
tacts ortentés, une matrice qui s'en déduit parune subdivision du damier, 
puis par un remplissage vérifiant les propriétés 2° à 5°, page 110, déter- 
mine d’une manière biunivoque un complexe K ou un système de recou- 
vrements de K. 


Ce résultat est intéressant parce que les paramètres qui figurent 
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dans la nouvelle matrice sont libres; et en outre parce que la matrice 
des contacts orientés ne suffit pas à elle seule à déterminer un com- 
plexe (voir par exemple l’étude faite de la notion de lacet, pages 102 
et suiv.);de même la donnée d’un complexe de base est insuffisante. 
Mais à partir du moment où l’on connait un complexe de base, la 
matrice des contacts orientés détermine le complexe de recouvrement. 


8. Les autoprojections de K. — Considérons deux simplexes is S, 
de K ayant la méme projection sur K, et soit l’ensemble des chemins 
fermés C; partant de S; et y revenant. A chaque C; correspond un 
chemin C; partant de S, et aboutissant à un simplexe S, superposé 
à $,, distinct de S;, mais non nécessairement identique à S;. Soit n le 
le nombre des $, distincts ainsi obtenus. 

Si nous traduisons cette opération sur des chemins topologiques au 
lieu de la traduire sur des chemins simpliciaux, nous voyons qu'une 
telle opération définit une holomorphie de K sur lui-même, à un $,; 
correspondant n simplexes S,. Cette transformation est d’ailleurs 
définie sur tout autre S; du complexe. En effet, soit S* un autre sim- 
plexe. Joignons $,$; par un chemin arbitraire C*, traçons à partir de S; 
un chemin se projetant sur C’, les extrémités des chemins ainsi tracés 
conduisent à un système de simplexes superposés à Sj; ces simplexes 
peuvent être reliés deux à deux par un chemin dont la projection est 
un chemin fermé passant par S* et comme on obtient encore un 
chemin C* en ajoutant avant un C* un chemin fermé de S;ou après C* 
un chemin fermé de $;, on voit que l’on a ainsi un système déduit de 
S; comme le système initial l'était de S;, et ne dépendant pas du sim- 
plexe pris dans ce système initial comme point de départ. 

Nous dirons que la transformation ainsi définie constitue une auto- 
projection du complexe envisage. 

Nous allons maintenant chercher comment. on pourrait envisager 
une inverse de l’autoprojection, ce qui semble le plus normal serait 


de dire que tout superposé de $;, S; qui donne à partir de S; le meme 
système de simplexes que S, est le résultat de cette transformation 
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inverse. Mais cette définition est techniquement désavantageuse et il 
vaut mieux dire : l’autoprojection inverse, est celle qui à S; associe 
un système de simplexes pouvant être joints à S; par un chemin se 
projetant sur un contour fermé de $,. 

On peut d’ailleurs donner de Vautoprojection une définition plus 
symétrique, en remarquant que l’on peut se borner dans les 
définitions aux contours fermés de K passant à la fois par S;et S,. 
Nous aurons alors la définition suivante : est associé à S; un 
simplexe S, tel que l’un des chemins $,$, ait pour projection un 
chemin $,$,$;, est associé à S; un simplexe S; tel qu'un chemin S;S; 
ait pour projection un chemin $,S;$,. 

Enfin nous pouvons songer à la définition suivante, un peu plus 
compliquée en apparence : traçons l’un quelconque des contours 
allant de &; à S;. Son correspondant partant de S; transporte S; en un 
simplexe S, tel que si on lui applique l’autoprojection initiale S,S,, 
S; soit parmi les autoprojetés de S,. Cette opération inverse définie 
sur S; peut être maintenant retransportée en $,, il suffit de refaire un 
quelconque chemin $,$, et de déplacer tous les S, par le chemin cor- 
respondant. On voit alors que cette fois-ci la définition coincide 
exactement avec celle donnée plus haut. 

Par extension de la définition à tous les simplexes nous NAS AE que 
l’on arrive à la forme suivante : 


Dérinition. — La donnée de deux simplexes superposés S; et S; définit 
sur le complexe deux opérations, autoprojection directe et autoprojection 
inverse, associant à un simplexe quelconque $, tout simplexe superposé $;, 
tel que : dans l'opération directe un chemin Frey: et un chemin §;8,; dans 


l'inverse un chemin §;8j, et un chemin S;S,; aient même projection. 


Un cas particulier important, le seul qui ait été étudié de près par 
les travaux classiques, est celui des automorphies par recouvrement 
(généralement désignées par les auteurs allemands sous le nom de 
Deckbewegungen). C’est le cas où l’autoprojection S;$; est une opération 
à une seule détermination. On sait que si cela se produit pour toutes 
les autoprojections, le recouvrement est appelé régulier. La suite de 


LE de. 
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cette étude, notamment en ce qui concerne les surfaces de Riemann 
nous montrera que ceci doit être considéré au contraire comme étant 
le cas le plus exceptionnel; le cas normal étant celui où tous les 
superposés de $; autre que lui-même sont obtenus. 

Mais le résultat fondamental de cette étude est la constatation sui- 
vante : si l’on opère sur un point S; l'opération homologue de $,$,, 
puis sur les points obtenus l’opération S,$,, le système de points 
obtenus se répartit en un ensemble d’autoprojections de $;; et l’opé- 
ration ainsi obtenue pouvant servir à définir un hypergroupe, nous 


appellerons celui-ci hypergroupe d’automorphie du recouvrement K. 
Au surplus nous pouvons énoncer de suite. 


Tréorème 24. — L’hypergroupe d’automorphie de K est isomorphe de 
l’hypergroupe d’automorphie de son groupe de moncdromie. 


En effet nous avons effectué pour cette construction exactement la 
même construction qu’au Chapitre I, paragraphe 2, page 88, si 
nous faisons jouer aux S; superposés de l’un d’entre eux le role des 
éléments permutés par le groupe de monodromie, considéré en tant 


que groupe abstrait de permutations. 


. CHAPITRE IIT. : 


LA STRUCTURE DES FRACTIONS RATIONNELLES. 


9. Problèmes généraux de structure. Méthode de l’hypergroupe 
d'automorphie. — Rappelons ici brièvement quelques résultats con- 
cernant l'équation R(3,) = R(z,) où R est une fraction rationnelle ('). 
Si l’on excepte la solution évidente :,— =,, on aboutit à une équation 
de la forme 

0 = TE (54, 52) = Co,o +54 + 52) C0 + (57+ 55) Cao + (51, 52) Con 
(5) 4.53) C3 a ( 5)Serk 35 54) Cae 
LIE OD EE AE EF NE LES LEE SE OEE TO ar CORRE 
(1) Cf. F. Marty : Recherches sur les groupes fins de fonctions algébriques (Soctetus 
Scienturium Fennicæ Commentationes Physico Mathematicæ, t. Vil, 1934). 


Ann. Ec. Norm., (3), LUI. — Fasc. 2. 10 
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les fonctions algébriques 3,(s, ) solutions de cette équation constituent 
un groupe fini par rapport à la composition des fonctions au sens fonc- 
tionnel du mot. Plus exactement ce système est un hypergroupe 
normal H. Il peut en effet fort bien arriver qu'une fonction de fonction, 
lorsque les composantes sont multiformes, représente plusieurs fonc- 
tions distinctes ;ainsi, parexemple, si f —V3 et g —V5, f(g) comprend 
+ 3 et — 3. Mais on constate immédiatement le résultat suivant : 

L’hypergroupe MH est isomorphe à l’hypergroupe d’automorphie de la 
fraction rationnelle de définition. 


Inversement on établit aussi le résultat suivant : 


Tout hypergroupe fini de fonctions algébriques est l’hypergroupe 
d’automorphie d'une fonction rationnelle. 


L'étude de la structure des groupes finis de fonctions algébriques 
et celle de la structure des fractions rationnelles est donc ramenée à 
l'étude de l’hypergroupe d’automorphie de leur surface de Riemann; 
toutes les propriétés de ce dernier peuvent se lire sur le groupe de 
monodromie, et c'est en fin de compte par l’étude méthodique du 
groupe de monodromie que l’on peut classer les types de fractions 
rationnelles. 

Rappelons le problème général de structure et indiquons sa liaison 
avec le groupe de monodromie 


PROBLÈME. — Une fraction rationnelle R(3) peut-elle se mettre sous la 
forme R,[R;(...R,)],où R,,R:,...,R, sont des fractions rationnelles 
non homographiques ? 


Dans une précédente Note, j'avais démontré que à chaque décompo- 
sition correspondait une chaine de sous-hypergroupes normaux de 
l'hypergroupe d’automorphie. La réponse à notre problème sera donc 
obtenue au moyen du critère suivant : 


Tutorime 25. — Les différentes décompositions d’une fraction ration- 
nelle R(s) sous la forme R,[R,(... R,)] correspondent d’une manière 
brunivoque aux chaînes G D... DG; D... Gy de groupes dont chacun 
est sous-groupe du précédent, G étant le groupe de monodromie de R et G, 
étant le sous-groupe qui laisse invariant un élément donné. 
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Il y a lieu bien entendu de ne pas considérer comme distinctes, 
le cas échéant, deux chaines conjuguées par un élément de G, ; et de 
ne pas oublier que nous ne supposons nullement (au contraire), que 
les sous-groupes soient des sous-groupes invariants. 

On peut préciser quels sont les degrés des fractions rationnelles de 
la chaine. En effet le degré d’une fraction rationnelle est égal au 
nombre total des déterminations de ses fonctions d’automorphie; 
d’autre part cenombre de déterminations est égal au nombre de classes 
(à droite par exemple) que contient la catégorie correspondante. Donc 
le nombre total est le nombre de classes que contient le groupe de 
monodromie par rapport au sous-groupe de primitivité, nombre qui 

n’est pas altéré quand on les remplace tous deux par des groupes iso- 
morphes. En appliquant ici cette remarque nous obtenons immédiate- 
ment les valeurs des degrés cherchés. 


Taéorème 26. — Le degré de la fraction rationnelle correspondant à 
l'échelon G; > G:., est égal à l'indice de G;,, dans G;. 


Nous allons maintenant nous proposer la détermination a priori de 
tous les types de structure possible des fractions rationnelles de 
degré n : il nous faut pour cela, parmi tous les groupes transitifs de 
permutations à » variables, déterminer ceux qui peuvent être le groupe 
de monodromie d’une fraction rationnelle. Soit & le nombre des points 
de ramification. A chacun d’eux correspond une permutation P; de 
n lettres, qui est un des générateurs du groupe de monodromie. Si l'on 
a la relation P,...P,—1 et si ces permutations sont génératrices d’un 
groupe transitif, il résulte des théories générales sur la structure des 
recouvrements que ce groupe est bien groupe de monodromie d’un 
recouvrement de plan. 

Pour que ce recouvrement soit simplement connexe, il faut, d'après 
la formule de Hurwitz, que l'indice de ramification soit égal à 2n — 2. 
Si chaque permutation de base est écrite sous forme de cycles, on voit 
immédiatement que sa contribution à l'indice de ramification est 
égale au nombre de lettres qu’elle déplace, diminué du nombre de 


Te ee me ER 
(1) Ceei si nous ne tenons pas compte des cycles constitués par une lettre immobile. 
Si au contraire nous en tenons compte, le poids sera égal à » moins le nombre de 


cycles. 
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cycles qu’elle constitue ('). Si donc nous appelons poids d’une permu- 
tation cette constante, nous voyons que : 


& 


Tutortme 27. — Si un système de permutations de n variables vérifie 
les propriétés suivantes : 


1° Leur produit dans un certain ordre est l'identité; 

2° Leur poids total est 2n — 2; 

3° Elles sont génératrices d’un groupe transiti f. 

Le groupe qu'elles engendrent est groupe de monodromie d'une 
surface de Riemann de fraction rationnelle. 


L’énumération de ces systèmes peut avoir lieu par exemple de la 
manière suivante : sur un graphique tracons 7 points. A chaque cycle 
(abed...k) sur le graphique associons une ligne brisée ouverte. La 
condition 2 se traduit par: il y a en tout 22 — 2 segments (superposés 
ou non). La condition 3 se traduit par : il y a toujours un chemin 
joignant deux sommets quelconques du réseau. Nous serons donc 
finalement ramenés à ceci : 


a. Construire tous les réseaux topologiquement différents à 27 — 2 
côtés et n sommets; 

b. Choisir parmi eux ceux qui sont transitifs; 

c. Décomposer chacun en lignes brisées composées de côtés tous 
distincts et ne se recoupant pas, et cela de toutes les manières pos- 
sibles ; 

d. Chaque ligne brisée de l’espèce définit un cycle P;. Si l’on peut 


déterminer des ¢; égaux à +1 tels que | | (P;)=1 pour un ordre 


i 
convenable des indices z, nous avons obtenu un groupe de monodromie 
de fraction rationnelle. 


Nous avons ainsi résolu les problèmes suivants (au moins théori- 
quement) : 


PROBLÈME I. — Construire tous les types de structure d’une fraction 
rationnelle de degré n. 


PROBLÈME Il, — Donner un exemple effectif de ce type par des calculs 
algébriques finis. 
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Cela nous fournit en effet le problème suivant : étant donné une 
surface de Riemann du type elliptique, la représenter sur le plan de la 
variable complexe, avec la restriction que nous pouvons faire subir 
au plan support de la surface de Riemann une déformation topologique 
quelconque; cela peut aussi se traiter méthodiquement de la manière 
suivante, qui mettra mieux en lumière le caractère d’algébricité de la 
solution : pour construire un représentant du groupe, il faut que les 
ordres des zéros de la dérivée aient des valeurs données, et que certains 
zéros de la dérivée donnent la même valeur à la fonction. 

Par une transformation homographique, nous pouvons toujours 
supposer que les pôles de la fonction cherchée sont simples. La donnée 
des zéros et des pôles détermine la dérivée (à un facteur constant près), 
et l’on aura 


22 —2 


[RKE — aj) 


R’(s) — | 


[RE — Lx) 

k=1 
mais les paramètres a; et Z, ne sont pas entièrement arbitraires. Il faut 
que pour chaque pôle de R'(3) le résidu soit nul; cela s’écrit comme 
on le voit par un calcul facile 


(C) Deere Zn 
i mek 


les n conditions C ne sont d’ailleurs pas indépendantes. En effet on 
sait que la somme des résidus de R’ est nulle, doncsi m — 1 d’entre les 
conditions sont vérifiées la n°" condition sera vérifiée. On montre 
d’ailleurs facilement que, pour des a; arbitraires, les équations C sont 
effectivement compatibles. 

Pour écrire une coincidence de valeurs en a, et a, on sera amené 
à supposer que la fonction a des pôles de l’ordre voulu en a;et a; (après 
transformation homographique), c’est-à-dire que l’on aura compatibi- 
lité entre les équations (C) et des équations exprimant pour la fraction 


[EXC a Ay 
mn 


R'(3) = 
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tous les résidus relatifs, tant à a,,, a, qu'aux Z,, sont nuls. Les équations 
par rapport à Z, ne sont compatibles que sous certaines conditions 
algébriques entre les a,, et a,. Nous avons en effet deux équations de 
plus que de Z,, et l’on vérifie comme plus haut qu'il n’y a qu’une seule 
relation entre les équations écrites (') (celle qui exprime que les 
résidus sont nuls). 

Notre problème est ainsi ramené à des calculs algébriques; et nous 
voyons en outre que la solution peut être exprimée avec des coefficients 
aigébriques de degré borné en fonction de n, ce qui n’était pas évident 
a priori au moyen de la démonstration d'existence par la représenta- 
tion conforme, qui a un caractère transcendant. 


10. Méthode du théorème de Luroth. — Considérons le corps R(x) 
de toutes les fractions rationnelles de x à coefficients dans R et 
soit R(7) le corps de toutes les fractions rationnelles de 1. Supposons 
que l’on ait réalisé une homomorphie de R(1) sur R(x) en représen- 
tant sur une fraction rationnelle n(æ) donnée. R(n) apparait alors 
comme sous-corps de R. 

Le théorème de Luroth peut alors s’énoncer ainsi (?) : à toute décom- 
position de n de la forme 4= %,) 7-1 [. HCH, Co. || correspond 
une chaine de corps 


Rin)C Rail. 2 Core): LIC. A R(n)C R(z) 


et réciproquement a toute chaine de tels corps correspond une décom- 
position de 1. 
On sait ainsi que R(a) doit étre considéré comme une exten- 
sion algébrique de R(x), et la solution apparaitra alors (en posant 
h(x) 


1= Fa sous forme irréductible ): 


a. Trouver le corps de décomposition de l’équation irréductible 
J (x) = o que x vérifie dans R(n). Soit R ce corps. 

6. Trouver a quel sous-groupe G du groupe de Galois corres- 
pond R(æ). 
em se a daar 


(1) Les démonstrations ainsi que des généralisations paraitront dans un autre recueil. 
(=) Cf. Van per WAERDEN, Moderne Algebra (A, § 36), Springer, Berlin, 1930. 


~— tune. 
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Une fois ce problème résolu, le problème de structure doit être con- 
sidéré comme résolu par le résultat suivant : 


Tuéorëme 28. — A toute décomposition d'une fraction rationnelle 
: HAE ae L : | : 
née) ae a coefficients dans R en fractions rationnelles a coefficients 
ro) 


dans R correspond biunivoquement une chaine de groupes, chacun sous- 
groupe du précédent, le premier étant le groupe de Galois de l'équation 
h(æ)—ng(x)—= 0 sur R(n) extension transcendante de R, le dernier 
étant le sous-groupe du groupe de Galois qui laisse invariant un des élé- 
ments dans la représentation comme groupe de permutation des racines. 


Seule la derniére affirmation a besoin d’une démonstration; les iso- 
morphies du groupe laissent invariants tous les éléments de R(n) si 
elles laissent invariants ceux de R (x); elles laissent en particulier x lui- 
même invariant; et réciproquement chaque élément de R( 2) s’expri- 
mant en fonction rationnelle de x est invariant par une telle isomorphie; 
nous obtenons bien ainsi le sous-groupe relatif à R(x) 

Le problème que nous résolvons ainsi est une extension du problème 
résolu au paragraphe 9; nous y supposions en effet comme corps de 
coefficients le corps des nombres complexes ordinaires ou le corps 
des nombres algébriques ordinaires. Mais il importe surtout de remar- 
quer que si le théorème 28 présente le même aspect que le théorème 25 
(le groupe de Galois dans l’un est remplacé par le groupe de mono- 
dromie dans l’autre), la différence fondamentale est que le théorème 28 
ne fait pas appel à la notion de valeur de la fonction rationnelle, tandis 

. que le théorème 25 utilise et utilise la notion de continuité d’une 
fonction algébrique. 

Dans ce cas particulier, nous obtenons donc le résultat suivant : 


THéoRÈME 29. — Soit K le corps de tous les nombres complexes (ou 


celut de tous les nombres algébriques complexes), K(n) une extension 


transcendante simple, en une fraction rationnelle irréductible à coef» 
g(æ 
ficients dans K. 
Le groupe de monodromie de la fraction et le groupe de Galois de 
l'équation h(x)— 1 g(x) =0 dans K(x) ont la même structure par rap- 
port à leur sous-groupe de primitivité, en ce sens que : à toute chaîne de 
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groupes intermédiaires pour l’un correspond une chaîne de même longueur 
pour l’autre, les indices pour chaque échelon étant égaux. 


Nous n’avons pas rappelé explicitement dans le théorème 28 quelle 
était la valeur des indices; mais cela résulte immédiatement des indi- 
cations du théorème de Lüroth tel qu’il est reproduit dans l'ouvrage 
précité de Van der Waerden. En effet, il y est démontré que le degré des 
extensions qui interviennent est égal au degré des fractions rationnelles 
correspondantes; d'autre part, la théorie classique de Galois permet 


d'évaluer le degré des corps d’après les indices des sous-groupes de 


Galois. Ce qui conduit sans difficulté au résultat annoncé. 


11. Quelques types particuliers de décomposition. — L’hypergroupe 
d’automorphie peut-il être un groupe? En ce cas nous savons d’après 
le théorème 10 que le sous-groupe de primitivité du groupe de mono- 
dromie doit être sous-groupe invariant, donc d’après la remarque ini- 
tiale du paragraphe 1 qu’il se réduit à l'identité. Et les fonctions 
d’automorphie de la fraction rationnelle sont des fonctions algébriques 
uniformes et univalentes, c’est-à-dire des fonctions linéaires. Son 
groupe de monodromie étant régulier, la fraction rationnelle sera 
régulière. Ce type comprend (à une transformation homographique 


sur la fonction et la variable près) les fonctions ¢*, + a(a entier); 


et un nombre fini de fonctions dont les groupes d’automorphies sont 
les groupes des polyédres réguliers sur la sphére de Riemann. 

D'autre part on relève dans l’ouvrage cité de Van der Waerden 
(exercice final du § 36) que les fonctions en question sont les seules 
pour lesquelles le groupe de Galois est régulier, et qu’il coincide alors 
avec le groupe d’automorphie. Par conséquent : 


THÉéORÈME 30. — Le groupe de monodromie et le groupe de Galois, 
lorsque K est le corps de tous les nombres algébriques, ne sont réguliers 
qu'en méme temps; en ce cas ils sont isomorphes, et le groupe d’automor- 
phie de la fraction est constitué de fonctions linéaires. 


Il n’est par contre pas possible de donner un critère simple d’hyper- 
transitivité du groupe de monodromie. Mais nous pouvons toutefois 


rs me ea 
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indiquer un cas d’hypertransitivité qui doit être considéré comme le 
cas général (') : 


THÉORÈME 31. — Sz les permutations génératrices du théorème 27 com- 
prennent chacune un seul cycle de deux lettres, le groupe correspondant 
est hypertransitif. 


Reprenons en effet le schéma par un réseau utilisé dans la démons- 
tration du thèorème 27. L'hypothèse du nouvel énoncé se traduit par 
le fait que toutes les lignes brisées représentant les génératrices sont 
à un seul côté. La transitivité exprime que le réseau est connexe. 
Affirmer l’hypertransitivité revient, d’après le théorème 2, à affirmer 
qu'il existe un sommet du réseau tel que, si on le supprime avec tous 
les côtés qui y aboutissent, il reste un réseau connexe. Or supposons 
que cela ne soit pas réalisé. Soient P, un point, R, un réseau connexe 
isolé par la suppression de P,, P, un point autre que P, et qui n’est 
pas sommet de R,. La suppression de P, isole en particulier un réseau 
connexe R, qui contient R, tout entier, et en outre P, (puisque les 
côtés partant de P, sont rétablis, sauf le cas échéant P, P, et qu'il y ena 
forcément un joignant P, à un point de R,). En recommençantavec P., 
R,, on définit P, et R,, etc., chaque réseau connexe ayant au moins 
un sommet de plus que le précédent. Mais on sera forcément arrêté, 
parce qu’il n’y a qu'un nombre fini de sommets. Au moment de la 
dernière opération, le réseau R initial reste done connexe par la sup- 
pression d'un point et de tous les côtés qui aboutissent en ce point. 


(1) Cf. le Mémoire précité de la Soc. Scien’, Fennice où le present théorème est 
donné sous une forme un peu différente au début du paragraphe 3. 
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PROPRIETES CARACTERISTIQUES 


DE 


COURBES OU DE SURFACES 


Par M. Prerre BOOS. 


Dans ce travail nous avons envisagé certaines figures simples atta- 
chées a des arcs de courbes ou a des portions de surfaces analytiques 
et nous avons cherché a déterminer les courbes ou les surfaces par 
des propriétés caractéristiques relatives à ces figures. Les différents 
éléments des figures sont définis par des fonctions d’un paramètre de 
grandeur et d’un paramètre de position, nous cherchons les conditions 
nécessaires et suffisantes pour que ces fonctions aient certaines formes 
simples. La conclusion générale à laquelle nous arrivons, est que la 
simplicité de la structure de ces fonctions semble liée à l'existence 
d’un groupe continu de transformations en elles-mêmes pour les courbes 
ou les surfaces, si bien que les propriétés obtenues constituent des 
réciproques de théorèmes élémentaires. 


Dans une première partie nous étudions la figure formée par un 
arc MM, d’une courbe tracée sur une surface et la corde géodésique 
qui sous-tend cet arc. Le paramètre qui définit la position de la figure 
est l’abscisse curviligne s de l’origine M de l'arc et le paramètre qui 
fixe la grandeur de cette figure est la longueur / de l'arc ou langle « 
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sous lequel on voit l'arc de son origine (ce dernier paramètre est, de 
beaucoup, plus intéressant, mais ne permet pas une généralisation 
immédiate en géométrie affine). 

La première fonction envisagée est celle qui exprime la relation exis- 
tant entre s, let «(l'angle x pouvant être déterminé par sa tangente d) et 
les seules formes simples que nous avons pu obtenir pour /(s, d) sont 
celle où l ne dépend pas de s et celle où lest le produit d'une fonction 
de s par une fonction de d. Dans le premier cas nous disons que /a 
courbe est une courbe (P) et dans le second une courbe (P'). Pour 
déterminer ces courbes nous utilisons la fonction implicite des 
constantes d'intégration définie par l’intégrale générale de l'équation 
différentielle des géodésiques de la surface sur laquelle est tracée la 
courbe. Nous avons démontré ainsi les théorèmes suivants donnant 
les propriétés géométriques des courbes (P) et (P’) : 

S'il existe. sur une surface, une courbe (P), la surface est applicable 
sur une surface de révolution et la courbe correspond à un parallèle. 

S'il existe, sur une sur face, une courbe (P'), la sur face est applicable 
sur une surface spirale de Maurice Lévy et la courbe correspond à une 
hélice conique. 

Les propriétés correspondantes de la fonction U(s, d) caractérisent 
donc des courbes tracées sur des surfaces admettant un groupe continu 
de transformations en elles-mêmes et ces courbes sont les trajectoires 
des points de la surface soumis aux transformations du groupe. 


La nature géométrique des courbes (P) et (P’) étant connue, il nous 
a semblé intéressant de rechercher si ces mêmes courbes ne pourraient 
pas être caractérisées à l’aide d’autres éléments de la figure considérée. 
Nous avons en particulier étudié la longueur L de la corde, le rapport r, 
de L à J, l'aire A balayée par une géodésique passant par M et dont un 
point décrit are MM,, le rapport r, de l’aire A au produit des lon- 
gueurs / et L, la longueur F de la flèche, le rapport r, de F à JZ, le 
rapport 7, à / de la distance du point M au point d'incidence de la 
lèche, langle 3 (déterminé par sa tangente d,) sous lequel on voit l'arc 
de son extrémité, l'angle y (déterminé par sa tangente d,) sous lequel 


on voit du point M l'arc opposé à MM, et nous avons obtenu les 
résultats suivants : 


tm 
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St l’une des fonctions l, L, A, rz, r5, d, d, est une fonction impaire 
de d, la courbe est une courbe (P), de méme si l’une des fonctions F, r,, 
r, est une fonction paire de d. 

St l’une ou l’autre des fonctions 1, L, A, F est indépendante de s, la 
courbe est une courbe (P); st l’une de ces fonctions est égale au produit 
d’une fonction de s par une fonction de d, la courbe est une courbe (PP: 

St l’une des fonctions r,, ry, rs est indépendante de s (et ne dépend 
que de d) la courbe est une courbe (P) ou une courbe (P'). Le rapport r,, 
les angles 8 et y posent d’autres problèmes dont la résolution complète 
parait difficile par le procédé utilisé. 

Les courbes (P) possèdent donc beaucoup de propriétés caractéris- 
tiques élémentaires des cercles du plan; elles sont encore caractérisées 
par le fait que l'enveloppe de la corde qui sous-tend un arc de longueur 
fixe est, quelle que soit la longueur de l'arc, une courbe parallèle 
(sur la surface) à la cou. be + Par contre : pour que la longueur de 
l'arc soit proportionnelle à l'angle sous lequel on le voit de son origine, 
il ne suffit pas que la courbe soit une courbe (P), ul faut, de plus, que la 
surface soit applicable sur un plan. 


Dans une deuxième Partie nous établissons des propriétés analogues 
pour des surfaces analytiques. Nous construisons une figure dépen- 
dant de deux paramètres en coupant la surface par un plan sécant qui 
pivote autour d’un point régulier fixé O de la surface, le plan sécant 
est défini par la tangente À de l’angle qu'il fait avec le plan tangent 
en O et par l’angle a que fait sa trace avec une direction fixe de ce 
plan tangent. Le premier élément étudié est le volume V compris 
entre le plan sécant et la calotte qu'il découpe et nous avons pu 
montrer que : st ce volume ne dépend que de } (et non de «) la surface 
est de révolution autour de la normale en O. Il en est de mème si l'aire 
de la calotte est indépendante de a. 

Les transformations affines nous ont conduit à envisager des pro- 
priétés caractéristiques de surfaces transformées des surfaces de 
révolution. Afin de simplifier et de préciser les énoncés des théorèmes, 
nous utilisons le nom de surfaces de révolution affine autour d'une 
droite D parallèlement à un plan P pour désigner les surfaces engen- 
drées par une courbe G soumise au groupe continu de transformations 


9 * 
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défini ainsi qu’il suit : Soit une droite D et un plan P non parallèle 
à D, le groupe est celui des transformations affines de déterminant 
égal à 1 qui maintiennent invariants les points de D et sont telles que 
les trajectoires des différents points de l’espace sont des ellipses situées 
dans des plans parallèles à P (il faut supposer que la courbe G n’est 
pas située dans un plan parallèle à P). Cela étant, nous avons démontré 
que si le volume V ne dépend que du produit de À par une fonction 
de «, la surface est de révolution affine autour de la normale en O 
parallèlement au plan tangent en ce point. Plus généralement : 


Nous avons démontré qu’une surface est nécessairement de révolution 
affine autour d’une droite D, passant par O, parallèlement au plan 
tangent en O, st cette droite D est telle que les volumes compris entre la 
surface et les plans sécants passant par O ne dépendent que de la distance 
du point O aux points d’intersection de la droite D avec les plans tangents 
parallèles aux plans sécants. 


Pour démontrer les différentes propriétés résumées ci-dessus nous 
déterminons la forme nécessaire du développement de la cote = d’un 
point de la surface au voisinage du point O étudié en établissant le 
développement du volume compris entre le plan sécant et la surface. 
Nous obtenons ainsi des conditions auxquelles doivent satisfaire des 
polynomes de Fourier déduits des polynomes homogènes comprenant 
tous les termes d’un même degré figurant dans le développement de 3. 
Le calcul pourrait être conduit d’une manière différente, mais on est 
alors arrêté par des formules dans lesquelles interviennent les coeffi- 
cients du binome; nous n’avons pu démontrer ces formules directe- 
ment, mais les résultats obtenus par le premier procédé nous montrent 
qu'elles sont exactes et nous avons cru utile d'en signaler quelques- 
unes. 

Les procédés de calcul utilisés dans la première Partie peuvent être 
appliqués à des équations différentielles plus générales que celles des 
géodésiques d’une surface et nous démontrons ainsi des propriétés de 


leur intégrale générale considérée comme fonction des constantes 
d'intégration. 


D'autre part, nous avons généralisé la définition des courbes (P) 
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et (P’) au cas des courbes gauches d’un espace euclidien ou non- 
euclidien de courbure constante ainsi qu’au cas des courbes planes 
ou gauches en géométrie affine. Ces résultats ont été résumés 
dans des Notes aux Comptes rendus de l’Académie des Sciences ('), et 
ils feront l’objet d’une publication séparée. Remarquons que, là encore, 
il existe un groupe continu transformant en eux-mêmes l’espace, où 
sont tracées les courbes (P) ou (P’), ainsi que ces courbes. 


(2) C. R. Ac. Sc., t. 194, 1932, p. 1623 et 2271; t. 198, 1934, p. 1898; t. 200, 1935, 
p- 1820; t. 201, 1935, p. 928; t. 202, 1936, p. 197. 
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PREMIERE PARTIE. 


COURBES TRACEES SUR UNE SURFACE. 


CHAPITRE I. 


CALCULS PRELIMINAIRES. 


1. Pour étudier la relation qui existe entre la longueur d’un arc de 
courbe et l’angle sous lequel on voit cet arc de son origine, nous 
envisageons d’abord le cas des courbes planes; il est naturel de définir 
la courbe par son équation intrinsèque et de déterminer un déve- 
loppement limité de l’angle « (sous lequel on voit l’arc) en fonction 
des puissances de la longueur / de I’arc. Si y(s) désigne la courbure 
de la courbe au point d’abscisse curviligne s, l’angle que fait la 


tangente en ce point avec une direction fixe est (>= fr ds et l’angle 
cherché est déterminé par la relation 


xs+/ 
sin 9 (xc) dr 
tang|9(s) + a(/, s)] — ’ 


s+l 
[ cos9(x) dx 


ltt | 


d’où l’on déduit, par des transformations simples, en posant e” = f(s), 


! fie+s) wi es a f(s) 


(1) ents aM Ve oe aes ———————- an. 
; f(s) f(e+s) 


0 


Cette relation nous permet de calculer un développement limité de 
la détermination de l’angle « qui tend vers zéro en même temps que J. 


En effet i est égal à y (que nous désignons par 3) et le développe- 
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ment des intégrales précédentes (en fonction de J, de = et ses dérivées) 
s'obtient très facilement. Comme la seconde se déduit de la première 
par le changement de 5 en — 3, il est naturel de caleuler — (e-?*—1), 
d’où l’on déduit sans peine 


: 2 ii si 575" 
= Wi sl rl lS fs! (eet pe ea) PE é 
3 5 l + eras 


comme il était à prévoir, l’expression ci-dessus ne contient que des 
puissances impaires par rapport à l’ensemble des lettres z, 3’, :",..., 
donc le retour à la fonction y nous permet de diviser les deux membres 
par z, et nous obtenons finalement 


(2) a(t, \= 28742 ue nf aoe 

Ce développement est valable jusqu’au terme de degré p inclus, 
si la fonction y(s) admet des dérivées jusqu’à l’ordre p—1, la 
dérivée (p —1)"" étant continue. 

Nous remarquons immédiatement que y doit être une constante 
pour que « soit indépendant de s; nous disons alors que la courbe est 
une courbe (P) et nous voyons que les cercles sont les seules courbes 
planes possédant cette propriété. Il serait intéressant d'étudier l’équa- 
tion (1) lorsque / est une longueur fixe donnée et chercher les courbes 
telles que pour cette valeur de /, l’angle « soit égal à une certaine 
constante c (ou même plus généralement soit une fonction de s donnée 
à l’avance); cette étude ne parait pas aisée et nous n'avons pu obtenir 
que les résultats élémentaires suivants : parmi les solutions figurent : 


ni s+uikE sil 


1° les fonctions f—e ‘ ‘ (k entier, A constante arbitraires) 


; 2° des fonctions / 


qui correspondent aux cercles de rayon Sri 


: ee l : à , 
qui admettent la période + et qui correspondent à des courbes fermées 


/ 

de longueur +: 
2. Si maintenant nous supposons la courbe tracée sur une surface, 
langle « est l’angle que fait la tangente à la courbe (I’) avec une 
géodésique de la surface passant par l'origine M et l'extrémité M, de 
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l'arc (cet angle « doit tendre vers zéro en même temps que la longueur 
de l'arc MM,). Il faut remarquer que par deux points d'une surface 
peuvent passer plusieurs géodésiques, donc il importe de préciser 
celle que nous désignons par géodésique-corde de l'arc MM, : on sait 


Fig. 1. 


qu’à tout point régulier M de la surface, on peut associer une lon- 
gueur A, telle que si l’on porte à partir de M sur les géodésiques qui 
passent par ce point un arc de longueur À, la région balayée par ces 
arcs jouit de la propriété suivante : par M et par tout point intérieur 
de la région passe une géodésique et une seule de longueur inférieure 
à A. Il en résulte que nous devons supposer qu’il existe une portion 
de la courbe (1°) sur laquelle aucun point n’est un point singulier de 
la surface, ensuite nous déterminons les valeurs de À correspondant 
aux différents points de la courbe (ces valeurs ont une borne inférieure 
non nulle) et nous nous limiterons à la considération d’arcs (qui ne 
sont pas nécessairement infiniment petits) dont la longueur J sera 
inférieure à la borne inférieure des A, la géodésique-corde aura, elle 
aussi, une longueur inférieure à la même borne. 

Ces remarques faites, la géodésique-corde est bien déterminée et 
nous définissons la surface au voisinage du point M par le système de 
coordonnées polaires géodésiques : ¢ désigne l'angle d'une géodésique 
passant par M avec la tangente en M à la courbe (T°), wu désigne la 
longueur de l'arc de cette géodésique compris entre M et le point de 


ore 
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coordonnées (u, ¢). On a alors sur la surface ds? = du? + C2 de?, 
où C est une fonction de wu et ¢ qui dépend en général de la position 
du point M sur la surface, donc de l’abscisse curviligne du point M 
sur (1°). Si K(u, ©) est la courbure totale de la surface au point (u, ¢), 
on a les relations 


(3) TE HA PRE EE 


. ee 
G dar’ C Sire AAO (re Ju En 


Liangle « cherché n’est autre que la valeur de ¢ qui correspond a 
l'extrémité de l’arc de (I) ayant pour longueur J; or, si l’on désigne 
par 3(s) la courbure géodésique de la‘courbe (T) au point d’abscisse 
curviligne s, cet angle est déterminé par le système 


I Uu C2°"?, 


4) 
4 ' , 
3(4 s) = C(u'e"— us) + Ce + ue!) + Cu's'?, 


dans lequel uv’, «’, .. . désignent les dérivées par rapport à l'arc de (D), 
s est un paramètre fixe et la variable est /. Ce système nous permet de 
trouver les valeurs en M des dérivées successives de ¢ par rapport à J, 
et par suite d'écrire le développement limité cherché. 

En effet, en dérivant les relations (3) on obtient les valeurs en M 
des dérivées partielles de C en fonction de celles de K; en dérivant la 
première relation (4) on obtient les valeurs, pour uo, v— 0, des 
dérivées de wu par rapport à / en fonction des dérivées de ¢; enfin en 
dérivant la dernière équation (4) et tenant compte des relations précé- 
demment établies, il est simple de calculer les valeurs de €’, &”, ... en 
fonction des valeurs de z, z', =”, ...en M et des valeurs en ce même 
point de la courbure totale de la surface et de ses dérivées partielles 
successives. 

En supposant que la courbure totale de la surface admette autant 
de dérivées partielles qu’il est nécessaire, on remarque que pour faire 
le calcul de ¢”’, il faut dériver (p — 1) fois les équations (4), donc il 
faut que la fonction z admette des dérivées jusqu’à l’ordre p— 1, si 
cette dérivée (p—1)*™ est continue au voisinage de M, la fonc- 
tion w)(l) est continue au voisinage de /— 0, et le développement 
limité sera valable jusqu’au terme de degré p. On obtient 


DUREE 
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K désigne ici la courbure totale en M, 


Dee: se aa 


Deen eee ees 
en désignant par K’ la valeur en M de la dérivée = de la courbure 
totale considérée comme fonction de l’abscisse curviligne le long 
de (T), 


GPS ENS NE 


a? wll 2K -3 3 à Cae : 
sth 1888 s 4Ks"+ 3K%s + 6K': + 35Ki.+ 2 Kis 
2 2 2 


K". et K/,, sont les valeurs en M des dérivées partielles de K, la relation 


| A ŒK 
qui existe entre ces dérivées partielles et la dérivée seconde —— ne 
permet pas de les éliminer de l'expression ci-dessus, afin de ne 
conserver que les dérivées de la courbure totale le long de la courbe (I). 
Le développement de « s'écrit donc 


5 a a : y lg ire SAME 5 ~ 
(5e salt: d= il ht GE Ka + 5 (3 2 +3Ks + 2K 5) 


2 
+ 4K s"+ 3K¢s + 6K! 3! + 35K", + 23K; ph 


en définitive, l’angle « dépend de la courbure géodésique de (T) et 
ses dérivées successives, ainsi que de la courbure totale de la surface 
et ses dérivées partielles successives. La connaissance de la courbure 
totale de la surface le long de la courbe ne suffit pas pour obtenir 
l'angle «, mais permet de le connaître jusqu’au quatrième ordre. 


3. Le développement (5) nous montre que si la courbe est une 
courbe (P), la fonction s(s) est une constante. Nous éliminons le cas 
où 3 serait nul identiquement (la courbe est alors une géodésique) car 
langle x est lui aussi identiquement nul. Nous éliminons également 
ce cas particulier de toutes les recherches ultérieures. Si la fonction z 
est une constante, la courbe est un cercle géodésique, mais cette 
condition vérifiée par la courbe (T°) n’est pas en général suffisante 
pour que cette courbe soit une courbe (P); en effet tous les coeffi- 
cients de (5) doivent être indépendants de s et en général la cour- 
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bure totale de la surface varie avec la position du point M sur la 
courbe; il ne suffit méme pas que cette courbure totale soit constante 
le long de (I), d’après ce que nous avons remarqué plus haut. 

Si tous les cercles géodésiques passant par M possédent la pro- 
priété (P), la courbure totale de la surface est constante dans toute 
une région entourant le point M et cette condition est suffisante, car 
alors la fonction C qui figure dans le ds de la surface est indépen- 
dante du choix du point M origine des coordonnées polaires. Dès lors, 
comme la courbe (I) est un cercle géodésique, le système (4) ne 
dépend pas de la position de M sur la courbe, les conditions initiales 
auxquelles doivent satisfaire wu et ¢ sont également indépendantes de s 
et l’angle cherché est indépendant de s. Donc : 

Les surfaces à courbure totale constante sont les seules surfaces 
analytiques telles que tous leurs cercles géodésiques possèdent la 
propriété (P); par un point quelconque d’une telle surface passe une 
infinité de courbes (P) et, réciproquement, si par un point d’une sur- 
face analytique passe une infinité continue de courbes (P), la surface 
est à courbure totale constante. 


4, Le développement limité (5) ne nous permet pas de répondre 
simplement à la question suivante : la courbe (T°) peut-elle être la seule 
courbe de la surface passant par M et possédant la propriété (P)? Il 
faudrait en effet déterminer les conditions imposées à la courbure 
totale par tous les coefficients de (5). 

Pour faire cette étude nous choisissons un autre mode de représen- 
tation de la surface S sur laquelle est tracée la courbe : est l'arc de la 
courbe (T°) compté à partir d’une origine O, les courbes, 6 = const., 
sont les géodésiques de S qui sont orthogonales à (I), « est l'arc de la 
véodésique ¢ compté à partir de (T°) dans un sens choisi une fois pour 
toutes. Le ds? de la surface est alors de la forme ds* = du* + C* dv” 
où C est une fonction de wu et se réduisant à 1 pour v=o. | Nous 
verrons plus loin la condition imposée a C parle fait que (1°) n’est pas 
une géodésique de S. | 

Nous prenons comme paramètre arbitraire l’angle « sous lequel on 
voit l'arc MM, de son origine et nous déterminons la longueur / en 
fonction de s et de « (ou de la tangente d de cet angle). Nous obtien- 
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drons cette fonction {(s, d) en cherchant la valeur de ¢ qui correspond 
au point d’intersection M, de (I) et de la géodésique qui passe par M 
et fait en ce point avec(I’) un angle dont la tangente est d, ce point M, 
doit tendre vers M lorsque d tend vers zéro. Les géodésiques de la 
surface sont déterminées par l’équation différentielle 

du __ C,/du\ C, (du , 
oa mice) +e (Fe) +o 
qui ne doit pas admettre la solution u = 0, puisque la courbe (I) n’est 
pas une géodésique, donc C, (0, +) n’est pas identiquement nul. 

La corde qui sous-tend l’arc MM, est définie par l'intégrale 


u=u|v—s, d,s] 


de l’équation (6) répondant aux conditions initiales suivantes : 


du 
u —0; de d 
pour ¢=s; et la longueur / de l’arc MM, de (T') est une fonction de s 
et d telle que u[J, d, s] soit identiquement nul et que / tende vers zéro 


en même temps que d. 


5. Le problème auquel nous sommes ramené est donc l’étude de la 
fonction implicite des constantes d'intégration définie par l’intégrale 
générale d’une certaine équation différentielle du second ordre; cette 
équation est de la forme w”= F(u', u, ve) dans laquelle la fonction 
inconnue u est définie par les conditions initiales u — 0, u' = d 
pour ¢=s, la fonction F est holomorphe en w’, u, au voisinage des 
valeurs O, O, s et de plus F(O, O, 6) n’est pas identiquement nul. 
Pour faire cette étude nous utilisons le changement de variable et 
fonction suivant : 


d= #, v=AV+s, u=2U, 
la fonction U(V) est définie par l'équation différentielle 
(7) U’=F(AU’, MU, AV +5), 


et les conditions initiales U = 0, U'= pour V=o. 
D'après un théorème de Poincaré, les hypothèses faites sur la fonc- 
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tion F nous permettent d’affirmer la possibilité de développer le 
deuxième membre de (7) suivant les puissances de 2, soit 


(8) F=2a(s) + A[2a'V + 6U') + 22 a"V?+ B'U'V + cU2 + dU] +... 


9% 


la fonction a(s) n'est pas identiquement nulle: le coefficient de la 
puissance m" de À est une somme de termes de la forme g(s)U" UP V1 
dans lesquels g(s) est une fonction holomorphe au voisinage de la 
valeur s considérée et les exposants #, p, q sont liés par la relation 


k+2ap+q=m. 
Nous pouvons alors calculer le développement de l'intégrale U en 
fonction de A. Les premiers termes sont 


(9) Usave+a]V-+ (a+ ab)] 


MAD TAN 
+ à? LE Me (4a?c + ab? + 2ab'+ ad + ba! + a'| 


ive Vv? 

+R 5 (hac + b+ b'+ d) res] +i[ e+... Stes 

. Pour obtenir dans ce développement le terme de degré m, connaissant 
tous ceux qui le précédent, il suffit de déterminer les développements 
(limités par le degré du dernier terme connu de U) de toutes les 
expressions coefficients des puissances de À, inférieures à la mir, 
contenues dans (8); nous obtenons ainsi un certain polynome en V et 
en intégrant deux fois nous avons le coefficient de 4” dans U, compte 
tenu des conditions initiales. Quel que soit m, le polynome en V coef- 
ficient de A” ne contient pas de terme constant et, si m1, il ne 
contient pas non plus de terme du premier degré. 


6. Nous aurons besoin d’exprimer_les conditions nécessaires pour 
que tous les termes de (9) aient certaines formes particulières; nous 
ne précisons pas ici ces formes, car il nous a semblé préférable 
d’exposer le raisonnement général qui, convenablement modifié, nous 
sera utile dans des questions plus compliquées. 

Soit 


(10) F—o2a(s) + b(9)ul'+ cu? + du + eu" + fuu'+... 
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le développement de F avant le changement de variable et fonction; si 
tous les termes de ce développement pour lesquels la somme de l’expo- 
sant de u’ et du double de l’exposant de wu est inférieure à m vérifient 
des conditions suffisantes pour que l'intégrale w ait la forme désirée 
entraînant pour chacun des coefficients de (9) une expression particu- 
lière, les premiers termes de U qui pourront empêcher cette fonction 
d'avoir la forme cherchée sont tels que la somme des degrés de À et 
de V est égale à 2m + 2, et ces termes proviennent uniquement des 
termes de (10) pour lesquels la somme de l’exposant de w’ et du 
double de l’exposant de w est égale à m. 

En effet, les termes du développement (8), de plus bas degré en 7, 
qui ne vérifient pas la condition supposée suffisante, sont de la forme 


\ ] 2 ip 
mY gps) UM U g" 


pP 


puisque les termes en A"™U"U’V’, où 4+ 2p+q=m, proviennent 
des termes en ww’ de (10) et vérifient la condition suffisante si 


K+2p<m. 


Or, du développement (9) nous déduisons que les termes de U sont de 
degré au moins égal à 2 par rapport à l’ensemble des lettres V et A et 
ceux de U’ au moins de degré 1; donc la somme des degrés de V et À 
pour les différents termes du développement de UU? aura pour valeur 
minima # + 2p. Il en résulte qu'un terme 2"U' UV" de (8), dans lequel 
k+-2p-+-q=n, aura un développement limité qui ne contiendra 
que des éléments ayant, par rapport à l’ensemble des lettres V et 2, 
un degré au moins égal à n + hk + 2p + q = 2n:; et, aprèsles intégra- 
tions pour obtenir les éléments correspondants de (9), nous aurons 
des termes dont le degré par rapport à l’ensemble des lettres V et x 
sera au moins égal à 2n + 2, donc toujours supérieur à 2m + 2 sin > m. 

Sin est égal à m, nous obtiendrons effectivement dans U des élé- 
ments de degré 2m + 2 par rapport à l’ensemble des lettres V et À en 
remplaçant U et U' par les deux premiers termes de leurs développe- 
ments (nous ferons plus loin le calcul de ces termes). 

Si nous considérons dans (8) un terme de degré, en A, inférieur 
am, nous aurons des éléments de l'intégrale satisfaisant aux condi- 
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c 


tions désirées en remplaçant U et U’ par les premiers termes de leurs 
développements; il faudra donc pour obtenir, à partir de ce terme 
de (8), un élément de (9) non conforme aux conditions imposées, 
prendre soit dans le développement de U, soit dans celui de U’, au 
moins un terme lui-même non conforme à ces conditions. Or, les 
termes de ce genre dont nous connaissons actuellement l’existence 
sont au moins, par rapport à l’ensemble des lettres V et A, de 
degré 2m--2 dans U ou 2m-+1 dans U'; donc dans le développe- 
ment de UT? les termes non conformes aux conditions sont au moins 
de degré 2p + 4+ 2m et après les intégrations les éléments corres- 
pondants pour (Q) sont au moins de degrén+2p+hk+am+q-+2, 
donc toujours de degré supérieur à 2m- 2, puisque » ne peut être nul. 

Pour calculer les termes de degré 2m + 2 dans (9) provenant des 
termes de (10) tels que la somme de l’exposant de w’ et du double de 
l’exposant de w soit égale à m, nous déterminons les termes de plus 
bas degré en V figurant dans les coefficients de À! des développements 
de U? et U“ et ces termes eux-mêmes ne peuvent nous être utiles que 
s’ils proviennent des deux premiers termes de U ou U’. On a 


dans U” A0 V2 ar) ci à condition que 0<p, 


dans U’* AVE ai 9%-9C9 à condition que 0<K, 


Les seuls termes du développement de U'” *”U? dont le degré, par 
rapport à l’ensemble des deux lettres V et À, est m sont donc 


VMS 21 C4 ECG” 21 api, 


q 


la somme par rapport à g étant prise depuis la plus grande des 
valeurs O ou 2p-+j — m jusqu’à la plus petite des “Atotirs s pou et 
Ventier j variant de O à m — p. Par conséquent, dans U, l’ensemble 
des termes de degré 2m + 2 provenant des termes étudiés de (10) est 


= PUY AN m— j-+2 Vv = PRES 4 j 
IN— f— gm )— { C i (Os 
ce) Da apace ae eee a >? sie 
/ p i 
les sommes étant prises : celle pa rapport à y depuis O jusqu'à m, 
celle par rapport a p depuis O jusqu’a He ou m — j, celle par rap- 
port à g depuis O ou 2p + j — m jusqu'à p ou j. 


Ann. Ec. Norm., (3), LIU, — Fase. 2 1G 
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En outre, dans certains problémes nous aurons besoin de connaitre 
les deuxièmes et mêrne les troisièmes termes des intégrales contenant 
des fonctions de forme inconnue. Une méthode analogue à la précé- 
dente peut être utilisée, mais elle exige un développement beaucoup 
plus compliqué que nous ne présenterons pas en détail. 


CHAPITRE II. 


RECHERCHE DES COURBES (P) ET (P’). 


7. Pour que la courbe (I) possède la propriété (P), il faut que la 
fonction implicite /(s, d), définie à la fin du paragraphe 4, soit indé- 
pendante de s. Après le changement de variable et fonction, nous 
devons considérer la relation U(V, À, s) =o qui définit, pour À assez 
petit, une fonction V(A, s)tendant vers zéro en même temps que À et 
dont nous pourrons déterminer le développement suivant les puis- 
sances de À à partir du développement (9). La longueur / de l’arc MM, 
est égale à AV(A, s) et par suite la courbe sera une courbe (P) si la 
fonction V(A, s) est indépendante de s quel que soit À. 

Il faut donc calculer le développement du deuxième membre de (6) 
après le changement de variable et fonction, puis les développements 
de U et de la fonction implicite V. La surface étant analytique, la 
fonction C(u, +) peut être développée sous la forme 


(12) C=1+ 2a(v)u+ bév)ut+..., 


donc, aprés le changement de variable et fonction, nous avons 


U'= 2a(s) + hod’ V + X[a"V'+4aU?+2bU+4@U] +... 


et, appliquant (9), il vient 


Part 2V: 
(13) Ua(ovs [ve SET (20a°+ 2ab + a") 
+ = (10a + b) + MaaVe+.... 


La fonction V(A, s) admet au voisinage de la valeur À — 0 et de la 
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valeur s correspondant au point M un développement limité dont nous 
déterminons les premiers termes par la méthode des coefficients indé- 
terminés. On obtient très simplement 

(14) Vash r+ 9 : Res ws [a+ ; 


a 3a? 3a 6a' ga 12 a* 


Pour que la courbe possède la propriété (P), il est nécessaire et 
suffisant que tous les coefficients de (14) soient indépendants de s; 
donc en particulier les premiers termes de (12) doivent étre indépendants 
de +. 

Ce résultat nous conduit à étudier le cas où C serait indépendant 
de ¢; alors s ne figure pas dans (7) ni dans les conditions initiales, 
donc U est indépendant de s, donc aussi V défini par la relation U—0; 
donc la courbe est une courbe (P). 


8. La condition que U soit indépendant de est donc suffisante, 
montrons qu’elle est nécessaire. Soit m le degré, en u, du premier 
terme de C dont le coefficient n’est pas indépendant de +, on aura, 
après le changement de variable et fonction, 


(15). C=r+oaUX +...4 29 (s)U"4+..., 
d’où 
(16) U"=2a+ 22(...) +e. AU" mg(s) +..., 


les termes non écrits sont indépendants de s ou sont de degré, en À, 
supérieur à 277 — 2. 

Nous pouvons alors appliquer la formule (11), particulièrement 
simple ici, et nous obtenons 


nn | 


(17) U=aVi+AV +. + 
= 


2m —J)(2m—J—1) 
les termes non écrits sont tels que la somme des degrés de V et À sur- 
passe 2 si ces termes sont indépendants des et surpasse 4m — 2 s'ils 
dépendent de s. 
La fonction V admet un développement de la forme 


(18) BA + Bad +... + Bg AT+..., 
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et pour obtenir 3, il faut diviser par a un certain polynome formé à 
l’aide des 8 d’indice inférieur à g et des termes de (17) dans lesquels 
la somme des exposants de V et À est égale ou inférieure à g + 1. Par 
suite le premier des 8 qui peut dépendre de s est le coefficient de À"-* 
et il est égal à 


m—t = 

wade lead VD aie die TS deans of out 
8(8) Gam da x (2m-—-J)(am—J —1)s!(m—y—1)! Te 
J=N 
en désignant par # une certaine constante correspondant aux termes 
de U indépendants de s. 

Pour calculer le coefficient de g(s) dans l’expression ci-dessus, il 
nous suffit de connaître la valeur pour æ— 1 de l'expression 
(—1)//2?"—/(m — 1)! 


st ae —J)(am—y --1)7!(m—J —1)! 
nulle pour æ = o. Or, ona G’(a@) =(—1)"*'a""'(1 — xy", done G(1) 


1 F 
est égal à l'intégrale (—1)”*' fay f æ"—'(1— x)" dx ou encore 
“0 0 


Fig. 2 


à l'intégrale double (— ryt fan" ayn dxdy entendue au 
triangle OAB; done, en intervertissant l’ordre des intégrations a 


'(m —1)! 
(— 1)"*""*B(m, m + 1) = (—1)"*! AE rt 34 
2m! 
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et-nous obtenons 


+ (hy — gos) Mbt CEE pk] 


cs ÇA 
3a Ga A PMCETION | 


I 
a 
Donc, pour que la fonction V(A, s) soit indépendante de s quel que 
soit A, il faut que g soit une constante; par suite il est nécessaire que 
tous les coefficients de (12) soient des constantes. 

Le ds? de la surface rapportée au système de coordonnées défini 
plus haut (§ 4) est donc de la forme du? + C?(u) dv? lorsque la courbe (TV) 
est une courbe (P) : la surface est applicable sur une sur face de révolution 
et la courbe (T') correspond à un parallèle. La surface S admet donc un 
groupe continu de transformations en elle-méme (qui correspondent 
aux rotations de la surface de révolution autour de son axe); ces 
transformations transforment en elle-même la courbe (TI), elles per- 
mettent de faire coincider les différentes figures construites à partir 
d’arcs de (I) ayant même longueur et des origines différentes et ceci 
nous montre géométriquement que la condition trouvée est suffisante. 

On en conclut que par un point régulier d'une surface ne passe en 
général aucune courbe (P); s'il en passe une, la surface est applicable 

_sur une surface de révolution et, dans ce cas, par tout point régulier de la 
surface passe en général une telle courbe et une seule (de même que par 
un point régulier d’une surface de révolution passe en général un 
parallèle et un seul non géodésique). Ce résultat complète celui que 
nous indiquions au paragraphe 3. 


9. Si la longueur / de l'arc MM, dépend de l’abscisse curviligne s 
de M, il est intéressant de chercher à quelles conditions on pourra 
séparer les deux variables de cette fonction; autrement dit, à quelles 
conditions la fonction / est-elle la somme ou le produit d’une fonction 
de s et d’une fonction de d. On remarque immédiatement que l’on ne 
peut avoir {= œ@(s) + A(d) car I doit être nul lorsque d est nul quel 
que soit s, donc la fonction 9 devrait se réduire à la constante — h(o). 
Il nous reste donc seulement à chercher les courbes, que nous appe- 
lons courbes (P’), pour lesquelles on a/= o(s) h(d), les fonctions 9 
et inconnues étant supposées holomorphes dans un certain inter- 
valle. Dans ce cas l'angle « ne doit dépendre que du quotient de la 


15%* 
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longueur de l'arc par la fonction + de l’abscisse curviligne. Le déve- 
loppement (5) nous donne immédiatement des conditions nécessaires 
pour qu'il en soit ainsi, il faut que l’on ait, en désignant par a, b, m 
des constantes 

53 —=(as + 6), p(s)— m(as +b), 


mais ces conditions ne sont pas en général suffisantes et la surface 
doit, elle aussi, vérifier certaines conditions [en particulier la courbure 
totale le long de la courbe (I) doit être proportionnelle à 3’, et il n'existe 
pas de courbe (P') sur une surface à courbure totale constante]. 

Dans le cas où la surface est développable, la condition imposée a 
la courbure de la courbe est suffisante. La courbure totale est nulle en 
tout point de la surface et le système (4) conserve la même expression 
pour toutes les surfaces développables, nous pouvons donc examiner 
uniquement ce qui a lieu sur un plan (en utilisant les calculs du para- 
graphe 1). On trouve ainsi que l’angle «, dans le cas d’une courbe 
dont l’équation intrinsèque est 3 — (as + b)-' (spirale), a pour expres- 
sion «==a,— a, en désignant par a, un angle dont la tangente est a 
et par , l’angle défini par 


= at. al 
cos { a—' log + | — + | 
1 a 
) 


sin) a—' log} 1+ : 
> as + b 
l'angle « ne dépend donc en effet que du quotient seu, d'où l’on 
déduit, car il est possible de faire l'inversion au voisinage des valeurs 


[= 0, «=o, que l’on a bien l= (as + b)h(«). 


tang a,— 


10. Il existe donc des courbes (P’) sur un plan, mais nous voulons 
préciser ce résultat en cherchant les conditions strictement néces- 
saires et suffisantes pour qu'une courbe (I’) tracée sur une surface S 
quelconque soit une courbe (P’). Nous utilisons le système de coor- 
données défini au paragraphe 4 et la courbe (I) possède la pro- 
prieté (P’) si la fonction V(X, s) est égale au produit d’une fonction o(s) 
par une fonction h(A). Comme plus haut, nous cherchons d’abord les 
conditions auxquelles doivent satisfaire les premiers termes de C(u, v), 
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cela nous permettra de trouver une condition suffisante et enfin nous 
établirons que cette condition est nécessaire. 

Si C admet le développement (12), le développement de V est (14), 
ce qui montre que l’on doit avoir nécessairement 

A A à 
=> 3 —AB “ A, B, D=const., 
donc 
B 


S$ — Sy 


=== 


> b=Da’, 


nous pouvons changer l’origine sur la courbe (T°) et multiplier 9 par 
une constante, nous en déduisons qu'il est nécessaire queles premiers 
termes de C(u, ) soient des puissances de ufr. 

Nous scmmes conduit ainsi à étudier le cas où C est une fonction 


de u/v, alors le deuxième membre de (6) est de la forme *F(u, “): 


Il en résulte que l’intégrale u, définie par les conditions initiales 


u—0, u! — d pour v=s, est de la forme u=sGl* — d |; en effet 


en effectuant le changement 6 = s(æ+ 1), u=sy la fonction y(æ)est 
I 
D +1 
initiales y = 0, y’ — d pour x — 0; par suite y est de la forme G(x, d), 
donc u =6(* —, d). Dès lors la fonction /(s, d) définie par la rela- 


b 


définie par l’équation y” = 


= I A Ore 
F (y , =) et par les conditions 


tion u(l, s, d)=o est égale au produit de s par une fonction de d. 
Bien entendu nous supposons que s n’est pas nul, autrement dit, nous 
éliminons le point origine des arcs sur (T°), nous savons qu’en ce 
point le rayon de courbure est nul (d’après le paragraphe 9). 


11. Démontrons que la condition suffisante trouvée ci-dessus est 
nécessaire : soit m le degré (en u) du premier terme de C dont le 
coefficient n’est pas égal au produit de 7" par une constante, on a 


(19) C—i+oau—+...+g(r)ur +... 


1 


où a est une fonction de v (a=%). Aprés le changement de 


variable et fonction, l'équation différentielle a encore l’expression (16), 


146 PIERRE BOOS. 


mais les termes non écrits de degré inférieur à 27 — 2 ne sont pas 


indépendants de s et vérifient la condition suffisante. Le développe- 


ment de U s'obtient en remplaçant a par 4 dans les termes écrits 


de (17), les termes non écrits de U correspondent aux termes en u/¢ 
de C ou bien sont de degré, par rapport à V et A, supérieur à 4m — 2. 
La fonction V(A, s) admet un développement de la forme (18) où les 8 
d'indice inférieur à 4m—3 sont égaux au produit d'une constante 
par s—', puisque les termes correspondants de C vérifient une condi- 
tion suffisante. On déduit des calculs du paragraphe 8 que 

= be Hearts MTS (2 + s” o(s) aoe se | 


a, ay (2m)! 


en désignant par À une certaine constante. Pour que la courbe soit 
une courbe (P’) il est nécessaire que g(s) soit le produit de s~” par 
une constante. Donc nécessairement C est une fonction de u/¢. 


12. Le ds? de la surface sur laquelle est tracée la courbe (P’) est 
u 


done de la forme du? + C? (2) d?, et cette surface S est applicable 


sur une surface spirale de Maurice Lévy, nous pouvons en effet mettre 
ce ds* sous la forme classique du ds? d’une surface spirale, à savoir 


ds* e%1| dui + g*(u,) def], 


il suffit pour cela d’effectuer la transformation définie par 


aw. w dw C(w) dw a [ ES 
idee RARE HIER 


= Yi, Fa” = ds, — Jp, du,= boa MEET let sos, ae C2 (er) 
[4 w? + Cr) y a? + Ca) 
qui conduit à un ds? du type précité avec 


audi 


L=VAÈ+ CP) era 


où le second membre a été exprimé en fonction de u,. 

La courbe (T°) correspond à une courbe u = const. de la surface 
spirale, c'est-à-dire à une hélice conique (ou spirale logarithmique ). 
Comme dans le cas des courbes (P) nous voyons que la surface S 
admet un groupe continu de transformations en elle-même, ‘ces 
transformations correspondent aux rotations et homothéties qui trans- 
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forment la surface spirale en elle-même et la courbe (T°) est aussi 
transformée en elle-méme par ces transformations. Géométriquement 
l'existence de ce groupe nous montre que la condition trouvée est 
bien suffisante. | 


CHAPITRE IIT. 


QUELQUES PROPRIÉTÉS CARACTÉRISTIQUES DE (P) ou (P’). 


13. Les courbes (P) et (P’) sont telles que la figure formée par un 
arc et sa corde subisse une transformation géométrique simple lorsque 
l’origine M de l'arc varie et l'angle en M reste constant. Cette trans- 
formation est analogue à une translation le long de la courbe dans le 
cas des courbes (P) et analogue à une homothétie de centre O dans le 
cas des courbes (P’). D'ailleurs, si l’on considère dans le plan Our 


Fig. 3. 


l'image de la courbe et des géodésiques, la figure représentant celle 
que nous étudions subit effectivement une translation ou une homo- 
thétie de centre O suivant le cas. 

Il en résulte que tous les éléments que nous pouvons considérer 
sur la figure, et qui en général dépendent à la fois de s et de d, sont 
indépendants de s sur une courbe (P). Sur une courbe (P') les lon- 
gueurs sont égales au produit de s par une fonction de d, les angles, 
les rapports de deux longueurs, ... sont indépendants de s comme 
sur une courbe (P), etc. 

) 20 
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Il nous a semblé intéressant de chercher si l’on peut caractériser les 
courbes (P), ou les courbes (P’), ou l’ensemble des courbes (P) et 
(P’), par des propriétés relatives à la forme des fonctions donnant la 
grandeur d’autres éléments de la figure. Nous n’examinons d’abord 
que les éléments qui nous ont donné des propriétés caractéristiques 
aussi bien pour (P) que pour (P'). 


14. Quelles sont les courbes telles que la longueur L de la corde 
géodésique MM, soit indépendante de s[c’est le cas des courbes (P)]ou 
soit égale au produit d’une fonction de s par une fonction de d [c’est 
le cas des courbes (P’)]? La longueur L est égale à une intégrale 
prise le long de la géodésique de M en M,, or nous connaissons 
l'expression de wu en fonction de le long de cette courbe et nous 
obtenons, après les changements de variable et fonction, 


VO, $) - daU \? 3 
(20) Lai Le (Fv) 4- C'(AU, av +») dV. 
0 


Nous calculons trés simplement, a partir des développements (12), 
(13) et (14), les premiers termes du développement de L 
(21) b= Fennec. 
a aa; Ga. gai 12a‘ 
I] est donc nécessaire que a soit constant pour que L soit indépendant 
de s; il est nécessaire que a’ soit proportionnel a a? pour que L soit 


égal au produit d’une fonction de s ( qui est ~) par une fonction de d. 


Il en résulte — en changeant au besoin l’origine des arcs sur (T) — 
que les premiers termes de C doivent correspondre suivant le cas a 
une courbe (P) ou à une courbe (P’). 


HE os a er eE! 
Il est visible sur l’intégrale ih VS) + C°(u, +) de, donnant L, 


qu'il suffit que la courbe soit une courbe (P) pour que L soit indé- 
pendant de s. En effet C est alors indépendant de +. De même, si la 
courbe est une courbe (P’), en tenant compte des expressions de C, 
u, l dans ce cas, on peut mettre cette intégrale sous la forme 


1 


17 , 4 
sf #7 (e, d)+ | A ala, a)|| dx. 
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Supposons alors que C admette le développement (15) dans lequel 
a et les coefficients des termes non écrits de degré inférieur à 2m sont 
des fonctions de s vérifiant la condition suffisante. L'élément diffé- 
rentiel de (20) admet alors le développement 


1+ 4e V'+4as V + = +... = SHC, V)-+.- 


où la fonction H(A, V) est homogène de degré 4m par rapport à l’en- 
semble des lettres Vet A, les termes non écrits ont un degré supérieur 
à 4m, ou bien correspondent à des termes vérifiant la condition suffi- 
sante et ont un degré supérieur à 4. Nous aurons besoin ultérieure- 
ment de l’expression de H(A, V) qui est 


me 


2 }2n+j Vèm-i 7! 
ONE 3 mii 7) 
Ei) 
m—-1 ; 
2 RET Vai alot gta pp | 2aV(2m—J +1) 
“pe Neoeiaaiee yh 
j=0 


m—jJ—is!(m—y—1)! 2m—J 


Pour obtenir L, il suffit de remplacer V par son expression déjà 
calculée ($ 8 ou 11), à savoir — 


a OC 


; att _ y)ym+i +... 
(22) CRETE HyeÆl D a (am) 


dans le développement 
Le) inn te 4 MV I . : 
(23) AV +2 [Sara Vi + sake Vi ++ > Ag(s) H(A, V)dV-+.... 
= 0 ‘ 


En tenant compte des degrés des termes qui figurent dans les puis- 
sances de V et dépendent de g(s), on calcule le premier terme de L 
qui dépend de cette fonction inconnue et l’on trouve 


i? bated spe A (m!)? 
(24) LS RE Ain ( — 1) MA aan 


les termes non écrits correspondent à des éléments qui vérifient la 
condition suffisante ou bien sont de degré supérieur à 4m— 2. Il en 
résulte que g(s) doit être une constante pour que L soit indépendant 
de s et que g(s) doit être égal au produit par une constante de la fonc- 
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set ‘ 2 1 
tion a” pour que L soit égal au produit d’une fonction de s, à savoir =: 


par une fonction de À. 


On peut donc caractériser les courbes (P) par le fait que la longueur 
de la corde ne dépend pas de la position de l'arc et les courbes (P') par 
le fait que la longueur de la corde est égale au produit d’une fonction 
de l’abscisse curviligne de l'origine de l'arc par une fonction de l'angle 
sous lequel on voit l’arc de son origine. 


15. Nous avons remarqué déjà que le rapport r, des longueurs de 
la corde et de l'arc est indépendant de s aussi bien sur les courbes (P) 
que sur les courbes (P’) et nous nous proposons de chercher si ce 
rapport permet de caractériser ces courbes. 

Une difficulté se présente ici pour obtenir les conditions imposées 
aux premiers termes de C : les développements limités donnés précé- 
demment ne permettent pas de conclure et nous devons compléter les 
calculs du paragraphe précédent en déterminant tous les termes de L 
qui ont un degré inférieur ou égal a 8. On a 


1 iV 
i [A?U’2* + C*]7dV=V+ La Vi+ ax V'+ MN + Taa Vi+a AVS +... 


les termes non écrits étant de degré supérieur à 7 par rapport à l’en- 
semble des lettres V et À. On obtient les premiers termes du rapport 
r, en remplaçant V par (14) dans le quotient par V de l'expression 
ci-dessus, donc 


A‘ Aa! 
Pi + —, + 
6 18 a° 


; A sa! 
et par suite 7, ne peut être indépendant de s que si “ est une cons- 
a 


tante; donc, ou bien a est une constante, ou bien a = co (en changeant 
au besoin l’origine sur la courbe). y: 

Puisqu'il suffit que la courbe soit une courbe (P) ou (P’) pour 
que r, soit indépendant de s, nous pouvons employer le même procédé 
que plus haut pour montrer que cette condition suffisante est aussi 
nécessaire. Si C admet le développement (15), nous connaissons 
le développement (23) de L, suivant les puissances de V et A. En 
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tenant compte de l’expression de H, les termes non écrits sont de 
degré supérieur à 4m + 2 (par rapport à l’ensemble des lettres V et A) 
ou bien ne dépendent pas des fonctions inconnues et sont de degré 
supérieur a 6. 

Nous obtenons 7, en remplaçant V par (22) dans le quotient du déve- 
loppement (23) par AV. Le premier terme de 7, qui peut dépendre 
de s doit contenir g(s) et pour le calculer nous remarquons que dans 
le développement de V’ la première puissance de À dont le coefficient 
dépend de g(s) est de degré 4m — 4+p. On trouve ainsi que le 
premier terme de 7, qui peut dépendre de s est de degré 4m et son 
coefficient est (à une constante additive près) 

m d mi 
o(s)\2 m (ne!) (—1)/ C4, (— 1)/m CI 
= 1) 2 +) Pre yale Sate a 


am )3\ 2m! 2M — J +1 2WES J) Cam =f EN 


La deuxième somme qui figure ci-dessus est connue, la première 
s'obtient par un procédé analogue à celui employé plus haut et l’on 
voit que le coefficient de A*” dans r, est (à une constante additive 
près) 

2(s) 2 Lys (mm --1)(mn De 

Ge 3. (2m-+1)! 


a : a + LUS 
Donc le rapport r, ne peut être indépendant de s que si sai est une 
constante, et par suite il est nécessaire que la courbe soit une courbe 


(P) ou une courbe (P’). 


16. Cela étant établi, peut-on distinguer d’après la valeur du rap- 
port r, les courbes (P) des courbes (P’) sans avoir besoin de calculer 
la courbure géodésique ? Pour faire cette recherche nous exprimons 
le rapportr, en fonction de d (il est facile de montrer que le dévelop- 
pement ne peut contenir aucune puissance fractionnaire); on a 

a da g 2(m—i1)|m!} 


Ne] CERN ARTE , é. m+ 
CY td a ea Fs ee Sel aed a” 3(2m+1)! 


dm 4, 


Ce rapport n’est donc certainement pas une fonction paire de d si la 
courbe est une courbe (P’) puisqu’alors a//a° n’est pas nul. Au con- 
traire sur une courbe (P) il est une fonction paire ; on peut le vérifier 
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géométriquement en examinant la surface de révolution sur laquelle 
s'applique la surface portant la courbe (P). L’équation différentielle 
des géodésiques nous le montre aussi aisément, car dans le cas d’une 


courbe (P) l'équation (6) est de la forme u” =2 % u'?+ CC, puisque C 


est indépendant de ¢; donc la fonction u(v — s, — d) définie par les 


ou AC du . : s 
conditions initiales u— 0, 7 = — d pour ¢ —s = o est identique à la 


P dees à is d 
fonction u[—(e—s), +d] définie par les conditions u=o, an) =+d. 


Donc les valeurs algébriques de deux arcs correspondant à +d et —d 
sont deux nombres opposés (ce qui prouve que / est alors une fonction 
impaire de d), les longueurs des cordes correspondantes sont égales 
(plus précisément on obtient, en comptant les cordes positivement 
dans un sens défini par le sens positif sur la courbe, deux valeurs 
opposées), donc le rapport r, ne doit pas être modifié par le change- 
ment ded en — d. 

Nous avons donc là un moyen de distinguer les courbes (P) des 
courbes (P’} lorsqu'on sait que 7, est indépendant s; mais i n'est 
même pas nécessaire de démontrer que r, est indépendant de s pour carac- 
tériser une courbe sur lag. lle ce rapport est une fonction paire de d. 

En effet, supposons seulement que r, soit une fonction paire de d, 
il faut que les coefficients des puissances de À dont le degré est un 
multiple de 4 plus 2, soient tous nuls dans le développement de 7,. Il 
faut en particulier que a‘/a* soit nul, donc que le premier terme 
de C corresponde à une courbe (P). Soit alors m le degré en u du 
premier terme de C qui dépend de +, on a 


(15) C=i+alaU+...+ mg(s)U"+ A244 gs) UV +... 


d’où 
m—1 
: À 2mn—2+/ YW2m—j ~m—j— ass 
(179 U=aVi+AV+A Vi...) t+ > em A haa Cpe Pat DT 
é (2M — J) (2 —7 —1)7!(m—7—1)! 
m—1 LE 


Ss D A2n—1+)j V2m+i—j qn—i—/ m | 


ME Diam illn ent Ut 


= 


les termes non écrits dans (17’) sont indépendants de s et de degré 
supérieur à 5 ou bien dépendent de s mais sont de degré supérieur 
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à 4m (degré par rapport à l’ensemble des lettres V et À). Nous pouvons 
calculer dans le développement de V(A, s) le terme qui dépend de s et 
est de degré 4m— 1 en À. On trouve, en évaluant encore à l’aide des 
fonctions B une certaine somme, que 

2m! 


- À 
(26) V=- = +...) am) je 
g'(s) m{[m !]? 


=e jim) = (— Ne 
a (2m-+- 1)! 


D’autre part nous calculons dans l’élément différentiel de (20) les 
termes dépendants de s qui sont de degré 4m ou 4m- 2 par rapport à 
l’ensemble des lettres V et À et l’on en déduit que l’on obtient le 
développement de r, en remplaçant V par (26) dans le développement 
ci-dessous : 


4 


1) 


= 
> emt V2mn—j-1 qm—/—-1 (2 aN + À) m! 


Sah 
I+ 5-@MV?+ 2a V+ —4...4- —$ ——_— —— 7 — © £ 
5e oe Sages em 1 Dim 
j/=0 
nt its 2 
D A2) Vèn—j aq) mn | DU ent yom gt (aV+ nn! ott 
Ce ey (TE fad (2 —J +1)(2M—J\j!(m—J— 1)!° ‘s 
/=0 


= 


Art Vème qi mr) eo" (s 
les termes non écrits sont indépendants de s et, par rapport à 
l’ensemble des deux lettres V et À, de degré supérieur à 7 ou bien 
dépendent de s et sont de degré supérieur à 4m-+ 2. Or, dans Île déve- 
loppement de V’ les termes contenant g(s) sont, en A, de degré 
4m + p — 4 ou de degré au moins égal à 4m +p et les termes conte- 
nant g’ de degré au moins égal à 4m +p — 2, les premiers termes 
sont de degré pet les suivants au moins de degré p+ 4. Donc les seuls 
termes de r, qui ont pour degré 4m + 2, sont 


m 


; (— 1) 1m ! 


4 
PT nn ES re ————— — ——————— + 
4 3a”"(9m+1)! api ama 
0 


(— 1)" g¢’'m[m!]* 8 


k\; 


où # est le coefficient correspondant à l'hypothèse g’= 0; donc # est 
nul puisque les premiers termes de C vérifient une condition suffi- 
sante pour que 7, soit une fonction paire de d. La somme ci-dessus se 
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calcule facilement et l’on obtient en remplaçant A? par d 


2(m—1)[m!} be. ‘| 


d* 2m g(s) m 
(27) ri=i- wet... +d [in (ae res Peay a 


6 nt 


2m+4 g'(s) (—1)"(2m— 3)[m Pp 


+ a - 
CPE 6(2m +1)! 


Donc le rapport 7, ne peut être une fonction paire de d que si g’(s) 
est nul, on démontrera ainsi de proche en proche que tous les coef- 
ficients de (12) sont indépendants de +, donc la courbe est une 
courbé (P). On démontrerait de même très simplement à l’aide des 
développements (14), (26), (21), (24) que l’on peut caractériser les 
courbes (P) par le seul fait que l’une des fonctions / ou L est une fonc- 
tion impaire de d (sans faire aucune hypothèse sur la dépendance de 
ces fonctions vis-à-vis de s).: 


17. Les hypothèses que nous avons faites sur la surface, la courbe, 
la valeur de d, ... nous permettent de revenir à la variable /, 
au lieu de la variable d, en calculant la fonction inverse définie par 
[=AV(A,s), À? = d. Ce retour à la variable 7 permettra une généra- 
lisation plus facile en géométrie affine, que nous publions séparément; 
nous ne donnons ci-dessous que les résultats et certains calculs qui 
nous serons utiles plus loin. 


Si l’on a 
d a 
‘= 7% _ Gas Oe bode Op, At! A a OS 
on obtient 
af 
(33) d= at “Sh. FA hak a, +... 
. — 1)4(2-4. h) 
NE [kv & LÉ Gh? or, =f wo ak a! oy + À | +. 


Il est alors facile de calculer le développement de 7, en fonction de / 
[en utilisant les développements (25) et (27)] et d'en conclure que : 
st le rapport des longueurs de la corde et de l’are ne dépend que de la 
longueur de l'arc, la courbe est une courbe (P), de même, ce rapport ne 
peut étre une fonction paire de I que si la courbe est une courbe (P ); enfin 
st ce rapport ne dépend que du quotient de la longueur de l’arc par une 
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fonction de Vabscisse curviligne de l’origine, la courbe est une courbe (P'). 

La substitution de la longueur de la corde à celle de l’arc en tant 
que paramètre indépendant nous conduit à des énoncés tout à fait ana- 
logues. On les démontre en cherchant l'expression de d en fonction 
de L à l’aide des développements (21) et (24), où l’on remplace }? 
par d. 


18. En utilisant de nouveau la variable arbitraire d, nous étudions 
aire balayée par une géodésique de la surface qui passe par M et 
dont un point décrit l’arc MM,. Nous avons remarqué géométrique- 
ment que pour une courbe (P) cette aire est indépendante de s et pour 
une courbe (P’) elle est égale au produit de s? par une fonction de d. 


Or cette aire A(s, d) est égale à l’intégrale fcc, v) du de étendue au 


domaine limité sur la surface par l’arc et sa corde. C’est donc, après 
les changements de variable et fonction 


Vs) U(V,2,5) 
(29) Aci |, av [CU AV +5] aU. 
Cet) 20. 


L'intégrale donnant A nous montre très simplement que les conditions 
— (T) courbe (P) ou courbe (P’) — sont suffisantes pour que l'aire 
soit indépendante de s ou produit d’une fonction de s par une fonc- 
tion de d. Par exemple, dans le cas des courbes (P’) on a pour définir 


stl u 
cette aire l'intégrale [ dv [ c(Z) du, d’où, en désignant par 
ay 0 


K(æx) la fonction f c(w) dx et en posant 6 =s(1+x), 


0 


h(d) 
AS ef (1 +x)K | : Gee a dx. 
0 JE at Dy. 


A Vaide des formules (13) et (14) on calcule les premiers termes 


de A qui sont 


(30) AS a= AE ote 


donc l'aire ne peut être indépendante de s que si a est une constante 
et cette aire ne peut être le produit d’une fonction de s par une 


Ann. Ec. Norm., (3), LIT, — Fase. 2. 1 
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fonction de d que si cette fonction de s est égale à - et si a’ est 


proportionnel a a?. Donc il est nécessaire que les premiers: termes 
de C correspondent à une courbe (P) ou à une courbe (P’) suivant 
le cas. 

Nous démontrons que ces conditions suffisantes sont nécessaires 
en utilisant toujours le méme procédé : soit m le degré enu du premier 
terme de C dont le coefficient ne vérifie pas la condition suffisante; 
alors, en tenant compte de (17), 


m-1 
A+) V2m—/ qari m ! 


U 
À PAS hy aa re enr ae ee 
7=6 


les termes ‘non écrits sont par rapport a V et A de degré supérieur 
à 4m—2 s'ils dépendent d’une fonction inconnue ou de degré 
supérieur à 2 s’ils correspondent à des éléments de C vérifiant la con- 
dition suffisante. 

Nous multiplions l'expression ci-dessus par dV, puis nous inté- 
grons et remplaçons V par le développement (22). Les remarques 
faites (§ 15) au sujet du développement de V’ nous montrent que l’on a 

aS G29) FOR (—1)/*!m! 
Batty ian > ant at (2m—J +1) (2m —/J)(2m—y—1)7!(m—j—1)! 


ee, 


les termes non écrits étant, en A, d’un degré supérieur à 4m + 2 ou 
bien sont de la forme voulue. 

La somme précédente s'exprime simplement à l’aide de sommes 
déjà calculées (§ 8 et 16) et l’on a 
m!(m-+1)! k ) 


2(2m +1)! ase 


i. 
| 


d d'a’ : (£(s) 
A= Ga + fan +... —+ dq? ) pre 1) 


et A ne peut être une fonction de la forme désirée que si g(s) est le 
produit de a” par une constante. Donc : 


St l'aire limitée sur une surface par un arc de courbe et sa corde géo- 
désique est indépendante de la position de l'origine de l’arc sur la courbe. 
la courbe est une courbe (P); si cette aire est égale au produit d'une 
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fonction de l’abscisse curviligne de l’origine de l’arc par une fonction 
de l’angle sous lequel on voit l’arc de son origine, la courbe est une 


courbe (P’). 


19. Comme pour les fonctions étudiées plus haut, le fait que la 
fonction A est impaire suffit pour caractériser une courbe (P) sans 
même que l’on ait besoin d'établir l'indépendance de A vis-à-vis de s. 
En effet le coefficient de A* dans (30) ne peut être nul que si a est une 
constante; nous pouvons alors supposer que C admet le développe- 
ment (15/) et nous déterminons le coefficient de X‘”** dans le dévelop- 
pement de A; ce coefficient est nul si g(s) est une constante, car les 
premiers termes de C vérifient une condition suffisante pour que A 
soit une fonction impaire de d. En utilisant la formule (17'), on voit 
que les termes de A dépendants de g(s) et de degré, en A, 4m-+ 2 
et 4m + 4 s’obtiendront en remplaçant V par (26) dans 


a V° mt AE S A++ pb aarae: DERE, m! g(s) 
3 2 (@m—j—+i1)(2m—yjl(2m—j—1j!(n—] —1)! 


0 


m—\ 
Anti V2m—/4+2 a"—/— nr! g'(s) 


+> emo 
(Q@m—f+2)(2m—s+i)(2m--s)Ji(m—J— 1): 


0 


_ 


les termes non écrits sont, par rapport à l’ensemble V et A, de degré 
supérieur ou égal à 10 s'ils sont indépendants de g ou de degré 
supérieur à 4m-+ 4 s'ils dépendent de fonctions inconnues. Par 
suite le coefficient de d?”*? dans le développement de A est 

(parti In 
si g’ est identiquement nul. 

Une propriété élémentaire de l’aire d’un triangle nous a conduit à 
chercher dans quel cas l’aire A est égale au produit des longueurs de 
l'arc et de la corde par une fonction de l'angle à l'origine; autrement 
dit, quelles conditions doit vérifier la courbe pour que le rapport 72 
de A au produit /L soit une fonction de d seulement ? Nous savons 
déjà qu'il suffit que la courbe soit une courbe (P) ou une courbe (P’). 
Les premiers termes du rapport 7, s’obtiennent aisément à l’aide des 


développements (30), (21) et (14); on trouve, en revenant à la 


et A ne peut être une fonction impaire de d que 


158 PIERRE BOOS. 
variable d, 6 _ good? +..., ce qui montre que 7, n’est indépendant 
de s, quel que soit d, que si a’ est proportionnel à a? [donc le premier 
terme de C correspond à une courbe (P’), ou à une courbe (P) si le 
coefficient de proportionnalité est nul]; nous remarquons aussi que ce 
rapport ne peut être une fonction impaire de d que si la fonction a est 
une constante. En supposant alors que C admet le développement (15) 
dans lequel les termes non écrits correspondent à la condition suffi- 
sante ou bien sont de degré (en À) supérieur à 2m et en utilisant les 
développements déjà calculés de V, L, A, on démontre que le premier 
terme der, qui peut dépendre de la fonction gest en À de degré 4m—2 
[an Cm —1)(— 1) 
Ga”(2m +1)! 
le rapport 7, ne peut être indépendant de s que si g(s) est égal au 
produit d’une constante par a”. Donc, sz le rapport r, est indépendant 
de s, et dépend seulement de d, la courbe est une courbe (P) ou une 
courbe (P'). Pour démontrer que ce rapport ne peut être une fonction 
impaire de d que sur les courbes (P), il suffit de calculer le coefficient 
de d?” dans ce rapport, calcul qui n’offre aucune difficulté, car tous 
les termes utiles ont déjà été donnés; on trouve que le coefficient en 
(—1)"** m[m!]? 2’(s) 
12a” (9m+1)! 
si g’(s) est identiquement nul. 


et le coefficient de g(s) dans ce terme est ; done 


question est égal à ; donc il ne peut être nul que 


20. Nous nous proposons maintenant d'étudier la longueur de la 
flèche PQ de l'arc MM,, c’est la longueur de la portion de géodé- 
sique normale en P à (T’) et normale en Q à la corde MM, (fig. 3). 


L'équation de cette géodésique est done 6 — const., et la valeur de la 


constante est telle que l’on ait, en Q, = = 0; la longueur cherchée est 
la valeur de wu correspondant au point Q. 


Donc, aprés le changement de variable nous pourrons déterminer le 


point P comme correspondant à la valeur V, de V telle que a soit nul, 
cette valeur V, doit étre comprise entre o et V et tendre vers o en 
même temps que d. La longueur de la flèche F est alors égale à la 
valeur de A?U où l’on remplace V par V,. 


Nous calculons V, par la méthode des coefficients indéterminés à 


mg 


4,7 See 
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partir du développement de> - Or, siC admet le développement(1 2), 
dU 
(31) Fee 2aV + À[1+ V2a'] 


easy 


+ QUES a+ : ab + 5 | + V?(10a?+ 6)+ haVie+ 
les termes non écrits sont, par rapport a V et A, de degré supérieur à 5; 
les premiers termes de V, sont donc 

À 3 à! 1 13 
Fo cg | posh ne mage 


24 68a’ 480%. 100 43 


En remplaçant V par (32) dans (13), on obtient, après multiplication 


par A?, 
Ai Pa Bale = bia M as | 


4a 24a 16a 32a 32a 192a' 


Pour que F soit indépendant de la position de l’arc sur la courbe 
il faut donc que a soit une constante; pour que F soit égal au produit 
d’une fonction de s par une fonction de d, il faut que a’ soit propor- 
tionnel à a’; nous obtenons bien les premières conditions corres- 
pondant soit à une courbe (P), soit à une courbe (P'). 

Il est facile de vérifier analytiquement qu’il suffit que la courbe soit 
une courbe (P) ou une courbe (P’) pour que F ait l’une des formes 
désirées car nous connaissons alors les formes des fonctions C et w. 

Démontrons que ces conditions suffisantes sont nécessaires en 
désignant toujours par m le degré du premier terme de C dont le 


coefficient ne correspond pas a Ve condition suffisante. Nous connais- 
sons alors l’expression de U (17), d’où l’on déduit celle de oe et enfin 
5 m ! gmt ts 1) ‘g(s) 


3 ae 
o ; + ; j=0 
les termes non écrits sont, en A, de degré supérieur à 4m — 3 ou bien 
proviennent d'éléments de C qui mn la condition suffisante. 

Nous aurons F en remplaçant V par (34) dans le développement 
de 4?U et par suite 


nm — 1 
pin oi © 
es, i rae te 
~ ha = (2m— J)\(2m—J] —1)7! (m— J —1) | qm+l 
0 
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les termes non écrits sont de degré supérieur à 4m ou bien corres- 
pondent a des éléments de C qui vérifient la condition suffisante. 

Pour calculer le coefficient figurant dans l’expression ci-dessus, 
nous remarquons qu'il est égal a 


(— 1/1 m | g—2m+/ ra I D (— 1)/m 1 o—2m+j+1 
2 3 4 


(2m—7J)j!(m—}—1)! (2m—y—1)7!(m—J— 1)!’ 


or ces sommes sont les valeurs pour x = 1/2 des fonctions suivantes, 
nulles toutes deux pour æ = 0, 


yy (-- 1) ml ami D (—1/m! tm 
(2m—J)J!(m—J—1)! (2m—Jy—1)y!(m—J-—-1) (ls 


dont les dérivées sont respectivement 


(— 1)" IE TUE a æ)"1 et ( me 1B ea m(1 LA LA nt gt 


et nous sommes amené au calcul des intégrales 


1 
PE 


i f ai (1 — Le: dx et J — f Ed Ue &. SF dx, 
0 


al, 


or le changement de x en 1— x montre que I a aussi pour expression 


gn (1 a yas dx 


= 


et, par suite, 


: ! 1 
18 fang siete MM D 
2, (2m) ! 


D'autre part on a 


i= 


| (pees J — ef: yee (1 7 æ)" dx, 


d'où, en faisant une intégration par parties, J= — ——. Done 
le coefficient de Aw Ee dans le développement de F est égal 


à ( ’ I 9 . , . . 
à (— rynm(J — :) où (—1}" "221, il n’est jamais nul et 


2?m+1 qm 


+5 pa Ke —— ERA © 
( 35) Pam Gy teeth nim | Ee) + +. | +. 


ne peut être de la forme désirée que si la courbe est une courbe (P) 


a i 
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ou une courbe (P’). Donc : si la longueur de la flèche est indépendante 
de s la courbe est une courbe (P); st cette longueur est le produit d’une 
fonction de s par une fonction de d la courbe est une courbe (P'). 

Nous pourrions démontrer maintenant que le rapport r, des lon- 
gueurs de la flèche et de l'arc permet de caractériser les courbes (P) 
et (P’), courbes sur lesquelles il ne dépend que de d. De même, si 7; 
est une fonction impaire de d ou si F est une fonction paire de d, 
la courbe est une courbe (P). Nous n'avons pas jugé utile de repro- 
duire ici la démonstration de la première de ces propriétés (qui doit 
être faite tout à fait comme les précédentes); nous aurons plus loin 
besoin d'effectuer un calcul plus complet que celui qu’il y aurait lieu 
de faire pour établir les deux autres propriétés mentionnées et nous 
renvoyons le lecteur au paragraphe 24. 


CHAPITRE IV. 


AUTRES PROPRIÉTÉS DES COURBES (P) ET (P’). 
PROPRIÉTÉS CARACTERISTIQUES DES COURBES (P ). 


91. Les recherches précédentes ont toutes abouti à des résultats 


‘complets et nous avons obtenu, assez simplement, des propriétés 


caractéristiques des courbes (P) ou (P’); il n'en sera pas de même 
dans les cas que nous allons étudier. Nous nous proposons en effet 
d'envisager des éléments de notre figure qui sont indépendants de s, 
aussi bien sur les courbes (P) que sur les courbes (P’), mais qui, dans 
le cas des courbes (P), conduisent à des expressions particulièrement 
simples (ils sont indépendants de s et de d, ou bien sont du premier 
degré en d). En raison même de cette simplicité les conditions néces- 
saires que nous obtiendrons en exprimant que ces éléments sont indé- 
pendants de s, seront moins restrictives que celles indiquées par la 
condition suffisante connue et il ne nous a pas été possible, en général, 
d'obtenir des conditions nécessaires et suffisantes. Cependant nous 
pourrons toujours caractériser les courbes (P) par des propriétés 
intéressantes relatives à ces éléments. 

L'élément qui nous a permis d'obtenir les conclusions les plus 
précises, est le rapport 7, des arcs MP et MM,; 7, fixe la position 
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de la flèche et est manifestement indépendant de s aussi bien sur (P) 
que sur (P’), il s’obtient en déterminant le quotient des fonc- 
tions V,(s, A) et V(s, À) que nous connaissons déjà (§ 20 et 7). Les 
premiers termes de ce rapport sont 


Pour que r, soit indépendant des il faut donc que a’ soit proportionnel 
à a?, et a est une constante ou bien correspond à une courbe (P’); 
mais nous remarquons que le coefficient b de C ne figure pas dans le 
coefficient de }* du développement précédent. Celà était à prévoir car 
dans le cas des courbes (P) le rapport 7, est constant et égal à 1/2; en 
effet si nous examinons le modèle particulier de courbe (P) réalisé 
par un parallèle de surface de révolution, nous remarquons que 
l'arc MM, et la figure formée par l'arc et sa corde sont symétriques 
par rapport au plan méridien passant par le milieu de l’arc, par suite 
la flèche est un arc de ce méridien et le rapport MP/MM, est bien égal 
à 1/2. Nous en concluons que dans le développement de r, doivent 
disparaître tous les termes qui ne contiennent aucune des dérivées 
des fonctions de + figurant dans le développement par rapport à w 
de la fonction C. Cette remarque nous fournira une vérification des 
calculs ultérieurs si nous conservons dans C la lettre a, sans expli- 
citer cette fonction de s dans le cas des courbes (P’); cette vérification 
est d'autant plus intéressante que les termes qui doivent disparaitre 
dans les résultats sont ceux qui correspondent aux calculs les plus 
complexes. 

Supposons que m soit le degré (en w) du premier terme de C dont 
le coefficient ne correspond pas à une courbe (P) ou (P’) suivant le 
choix fait pour a, et déterminons les conditions nécessaires auxquelles 
doit satisfaire la fonction g(s); nous devons trouver une (ou plusieurs) 
équation différentielle. 

Nous avons vu que V, admet le développement (34), la somme qui 
figure dans le coefficient de À‘”-* a été calculée et l’on vérifie que le 
coefficient de 4*"~* dans r, est indépendant de la fonction g(s), donc 


est indépendant de s d’aprés nos hypothéses sur les premiers termes 
de C. 
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Nous devons alors calculer dans V et V, les coefficients de À*”-! 
dans le cas où a est une fonction de s (le calcul pour V a été déjà fait 
plus haut lorsque a est une constante). Soit donc 


(36) C=1+ 2au + bu?+..-+ g(s)u™+h(s)u™t+.. 


l’équation (6) devient après le changement de variable 


(37) U’=2a-+ 2ha'V + [a V? + (4a? + 2b)U + 4aU"] +... 
+ }2—2 mgU"! =. R21 mg Un V 


m ‘ 
4-2 |= g'U" Vi ameU" UE + (m+ 1) (A+ 248) un| ee, 


les termes non écrits sont, en A, de degré supérieur a 2m s'ils 
contiennent des fonctions de forme inconnue, ou supérieur à 2, s'ils 
ne contiennent que des fonctions correspondant à la condition suffi- 
sante. 

Dans ce paragraphe nous n’avons besoin que des termes de U dont 
le degré est inférieur ou égal à 4m, on trouve 


ice 2 - ry yg oe ab a" yg (Ou Rd 
(38) U—aV'+ AV + AV F + MVi(rat € PE) eave (Par ; 


m—\ 


+ MVt2a+...4+ 
(21m — 
0 


R224) V2) mu ! a—1—i 
- : - r gs) 
JJ{am—j—:)j!{(m— 7-1)! 
mt é 
p24) V2m+1—/.7 | qu-|—j g'(s) 


sap (2m—jy+1)(2m—yJ)s!(m—-y-—1)! 
0 - 


ae }2m—1+) VI ! a”—2—iq’ 2( 5) 

+ 5 —— + 
Dre ere) — 2)! 

0 


Les degrés des différents termes figurant dans le développement 
d'une puissance V? de V sont p, p+ 2, ... si ces termes sont indépen- 
dants des fonctions inconnues et 4m+ p— 4, 4m+p—2,...s'ils 
en dépendent; cette remarque nous permet de calculer 


3 lg : 13 7 
(39) ip a Disp a Tee la 7 Lyte +. 


3 a OG OC. Ga? 12 a* 
1)2 ! DE 
D Jimi & (fe ry" LR + ni ore] (= 1)" mm tft 
‘ Fes 2m ! er (2m +1)! 
re ER nC gas 6m + 2)[m!]* 
EL © | — J te es 
pont qr 4) 3(2m +1)! ; 


Ann. Ec. Norm.. (3), LIIL, — Fasc. 2. 22 
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les termes non écrits sont indépendants des fonctions inconnues et de 
degré supérieur à 5 ou bien dépendent des fonctions inconnues et sont 
de degré supérieur à 4m — 1. La somme, coefficient de Am ga are, 
a été calculée comme les précédentes en utilisant une fonction B. 


aU 
Pour calculer V, nous utilisons l’expression de WW et nous faisons 


des remarques, analogues aux précédentes, sur les Li des termes 
du développement de V?. Nous obtenons ainsi 


À Ma’ g(s) [m!} 
h Ne a Gk ce. ee hos NT EE 
(40) 1 2a 8a3 2 +h ( ) qm+t 2(2m)! 
+ jai (—1)"g [On 1} De 
ham am! CEUL 
| / 1.12! 
ga [(—:)" (m+k4){m!F]. 
vin —1 D ————— eee 
RAS a+ Eee eek 12: "12(2m) T ZT ’ 


les coefficients de cette expression s’obtiennent a l’aide d’intégrales 
définies prises entre les limites o et 1/2, comme nous l’avons fait pour 
calculer F au paragraphe 20. Les termes non écrits correspondent à la 
condition suffisante ou sont de degré supérieur à 4m — 1. Donc le 
rapport cherché admet pour développement 


on! INÈTA ces 
, ga Cave | I # (m!)?(4m | 


Ur 


2 24 a? és qu 3. grt 24 (2 m + 1) ! 
(— 1}#+1 o! (m !)2 I 
4m—2 o 
+ am PAPE li Hasis 
ha (2m +1)! 2 


les termes non écrits sont indépendants de s ou bien sont de degré 
supérieur à 4m — 2. 

Pour que ce rapport soit indépendant de s, il est seulement néces- 
saire que g’ soit une constante si les premiers termes de C correspon- 
dent à une courbe (P) ou bien que g vérifie l’équation différentielle 
suivante si les premiers termes correspondent à une courbe (P’) 


I 4m—1){m!)]? I mire 
(40) gs" |; _ "a eS | a gi gms | # as | — const., 


6(2m +1)! 2" (2m+i)! 


le coefficient de g(s) dans cette équation ne peut pas être nul, 
puisqu'il est la somme de deux termes positifs, le coefficient de g’(s) 
non plus, comme on le vérifie aisément, car il faudrait que 2?"(m!)? 
soit égal à (2m<+1)!, or (2m-1)! est égal au produit des nombres 
impairs 1.3.5.7...(2m+1) par 2”™m!, donc si le coefficient 


aS e 
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de g’(s) était nul, 2”m! serait égal à un nombre impair. La relation 
que nous venons de trouver n’exige done pas que la fonction 
inconnue g(s) ait la forme correspondant à une courbe (P) ou (P’); si 
les premiers termes de C sont indépendants de s, il est seulement 
nécessaire que g soit de la forme k,s + #, (4, et k, étant des constantes); 
si les premiers termes de C correspondent à une courbe (P’) on doit 


u 
avoir g—#,s "+ #,s ” en désignant par p. et v les coefficients de 
l'équation (41), notons d’ailleurs que l’on ne peut pas avoir H— my 
car il faudrait que le produit par (3m — 1) des m+ 1 premiers nombres 
impairs fût égal à (1om —1)2"-'m! 

22. Le terme suivant du rapportr, dépend de g, g’, g”, mais non pas 
de la fonction inconnue nouvelle A(s); par suite il nous fournira une 
seconde équation différentielle à laquelle doit satisfaire la fonction g 
et l’on peut espérer que cette équation ne sera pas une conséquence 
de (41) et donnera la condition #, nul. 

L’équation différentielle donnant U, telle qu'elle est écrite sous la 
forme (37), nous permet d'effectuer le calcul des termes de U dans 
lesquels la somme des degrés de V et A est égale a 4m + 2 et qui 
contiennent une des fonctions inconnues g ou h ou leurs dérivées. Ces 
termes sont obtenus en faisant des remarques analogues à celles qui 
nous ont permis d'établir la formule (11). 

Bien que ce ne soit pas la manière la plus rapide d'écrire ces termes 
de U, nous les donnons en indiquant les termes de l'équation (37) 
auxquels ils correspondent : 


m—1 


D Reet) V2u—/+2 m ! al! o" (8) 
sam — jf Hay em=—p-Fi)s ims > 1)! 


j=0 
m 


D R24) V2m—i+2(m ei 1) ! ai 


: —(h + 2ag 
(am —y+2)(2m—Jri)J (mm 1 eee) 
0 


m—1L 


Bees Veil am aV }. 
+») ae ee EL Le Eee 1 2 | ST OTe, pee + Sa eee & 
amt) Hy (m7 — Y)! Lamy 2M-— TJ 


0 


m—l\ 
2 Jante V2 qn—J— 2 


Dae OO SAT al ER Aa AE SSIES 
sc (am—j)(2am—jJ—wji(m—-J— WV: 
0 
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provenant des termes en A?”*' de (37); 


m—i 


A+ V2m—/+2 m ! a”"—i— (hat+ ab)g s) 
aR jean ya GME RENE D JO 
0 


m—tL 


Ati V2m—i+1 m ! a”—/ 8 g(s) 1 2aN À 
(2m—js+1)(2m—J—1)s!(m—J—1)!_am—J+2 DRE A) 
0 


provenant des termes en A? de (37); 


m—2 


— : +) V2m—/+2 mn ! a"—?-) g(s) ee si ab a =) 
PRE EE SEAT EE un ee 3 6 12 
0 


= Reet i+ Vin) m ! ai _Goa+b)V ; | g(s) 
Liam Aim =F=ay!|3am—s+H ami] 
0 


— R2mt+i V2m—/+2 pz ! a”—3—i al? g(s) 
> 18(2m —j + 2)(2m—y+17!(m—J— 3)! 


provenant du terme A?”"-?mgU"~'! de (37) dans lequel nous avons 
tenu compte de tous les termes de U dont le degré est inférieur ou 
égal à 6 [voir formule (13)]; ces termes ne peuvent pas être calculés 
par la formule générale ci-dessus dans le cas particulier où m= 2 et 
il sera nécessaire de faire une étude directe dans cette hypothèse ; 


m—2 


D Anti V 2m—/+2 py! a”"——ia' g'(s) 
3(2m — f+ 2)(2m—7+1)7!(m—J—2)! 
0 


provenant du terme A?”"~'mg’U""' FV. 

Nous pouvons alors calculer le coefficient de A*"*' dans le dévelop- 
pement de V; on trouve en omettant les éléments qui ne contiennent 
aucune fonction inconnue et correspondent aux premiers termes de C : 


(a h(s) Erin [Cm +-1)!]? g (5), _ ppm (me !)? m 
qu (2m-+-2)! qs (2m+-1)! 4 


A a’ g’m(m+7)[m!}(— 1)" # a" g(m?+ 17m + 6)[m !](— 1)" 


Ca++ (anv fi! 2ha™+*(9m--1)! 
a ae (— rpm (m!)? m+ 15m? 4- 80m + 24 
mers (2m +1)! 36 
eg at [met]* m(3m—1) in gb me Te (e+ 2)! 
a+ (2m+1)! 2 gk FR &K(2m+nt 
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Le calcul des coefficients des différents produits a”g, a’ g, g, g’a’, 
nN . - . . , L L 
g”, h doit être conduit comme celui des sommes rencontrées précé- 
demment en effectuant d’abord, s’il y a lieu, une décomposition en 


‘éléments simples pour ramener le dénominateur au produit de deux 


factorielles par une ou deux fonctions linéaires de j, puis en utilisant 
les fonctions B. 

Du développement de U on déduit celui de U’ puis on calcule le 
coefficient de À‘”"*! dans le développement de V,. Ce coefficient est, 
en négligeant les termes indépendants des fonctions inconnues, 


(43) h (= 1m mi (mt)! 3" y m!(m+1)! 
arr? 4 (2 m+ 1) ! qints ( I 2?2m+* 8(2 m + 1) ! 
oe tl [m1]; (am?+1am+7)  (m+7) 
a ' ah (emcen).! ory halal 
£ a's. ci [ml]? (m?+9m+ 5) _ EN Se 
qints 48(2 m = 1) ! 3.922n+3 
a a” 8 (— 1)" (m+g)  [mlP(a2mi+o4mi+ ohm + 45) 
qmts 9. g2 3 1h4(2m + 1) ! 
api bg (nes m!(m-+ 2)! ete [mm 1]? (3m? —m)_ 
a+? 8(2m +1)! arret 4(2m 4-1)! 


Le calcul des sommes rencontrées dans l’expression de ce coefficient 
se fait en les décomposant en d’autres sommes n’ayant au dénomina- 
teur qu’un seul facteur de la forme 2m—j-+ # et ces dernières sont 

1 


wil 


évaluées à l’aide d'intégrales [ a"(s — xy dx comme plus haut (§ 20). 


0 


Le coefficient de 4’” dans le rapport 7, est alors, à une constante 
additive prés provenant des premiers termes de C supposés conformes 
à une condition suffisante, 

ol [ [ [ me! |? | (—1)"*3 : a'g" [eo “4 “| (— 1)” 


5 
GEEZ 3970 (2m—+1)! 8 Sen (2m +1)! eu 2! 


a"g Fig TOM ONEME Er 
a anti | 3.9?" (2 + 1) ! 8 


ae) (aly (ae gm —1) % HAT yet a 
: ieee ei Manet Fr on = Pe 
(2m +1)! PETER 36 


qn 


Donc, si a n’est pas une constante mais correspond à une courbe (P’), 
nous obtenons une nouvelle équation différentielle à laquelle doit 
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satisfaire la fonction g, c'est 
(m!)? |oees Er Te | 


: I 
” 2 FRS eme, TO Q pam 
(44) gi sm E (2m-+-1)! 3(2m +1)! 3.2. 


ti 172 
pr) fc ne fers Lions es ce un ag Pins 
5 9-22” g(2m+i)! - 


or, en dérivant (41), multipliant pars et retranchant de (44), nous 
obtenons une nouvelle équation du premier ordre 


re Sr trs 29 5F 
(45) fa ory Le po [m!} (4m -- 3 
i re 3:9%8 G(am+i)l | 
me ELLES [me ! (8m? 3m +4) af De, 
ni: 9.27 18(2m +1)! 


et finalement, en multipliant les deux membres de (41) par(2m — 1)/3 
et retranchant membre à membre de (45), nous obtenons la relation 
(m 1 ! emi+ | ogm =: 
Dr RU 18 SH 4 (mm + 1) 9s {= const., 
qui exige que g soit égal à 4,s—" + k,5"-!, mais g devant aussi véri- 
fier (45), il faut que 
{ 5(m!)* 3m+2) 


RSS — — 


Las 
“| 6(am)! Bon (— cons 


or, 5(m!)?2°"' ne peut être égal à (3m+2)(2m!); en effet 2m! 
est égal au produit de 2”m! par des nombres impairs, il faudrait done 
que 3m-+ 2 fut divisible par 2"-*#"* (done au moins par 2”) 
et 3m- 2 est toujours inférieur à 2” lorsque m>4. Par suite, comme 
le coefficient de #, n’est pas nul, la relation précédente n’est possible 
que si #, est nul, done si la LABO g correspond, elle aussi, au cas 
d’une courbe (P’ ). 


23. Nous avons remarqué en calculant les termes de U dont le 
degré est 4m +2, que la formule générale ne pouvait s ‘appliquer 
sans précaution au cas où m= 2, c'est-à-dire pour trouver la forme de 
la fonction b figurant dans le développement de C. Il est nécessaire de 
déterminer cette forme pour conclure dans le cas où a n’est pas une 
constante; d'autre part on peut prévoir les différences que nous 


VERRA 
te 2: 
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devrons constater entre les coefficients calculés directement et ceux 
que l’on obtiendrait en appliquant la formule générale si bien que 
nous aurons une vérification précieuse de la valeur de nos différents 
coefficients. 

Nous remarquons que les formules générales contiennent des élé- 
ments où b (supposé connu) et g (fonction inconnue) interviennent 
par leur produit, au contraire, dans le cas où m= 2 (alors g—b), 
nous aurions des termes correspondant à des carrés et non à des 
produits et l’on peut prévoir que dans les coefficients de À°‘de V 
et V, le terme en b?/a® calculé par la formule générale sera double de 
celui calculé directement. Ensuite dans le calcul des formules géné- 
rales nous avons rencontré les sommes suivantes : 


m—3 


ag D (— 1) m ! 
19 dr (2m —J+2)(2m—j7+1)7!(m—j—3)! 


0 


: ‘J 2m—j+1 
Es m—s (— pra m! :) 
18 a+ (2m —J +1) !(m —7— 3)! 


0 


et 


qui n’existent pas pour m= 2 et dont les valeurs sont dans le cas 
général 


a” g , milma=3)\(m —2) 
mn +-# Wey 1) { 
18a (2m+ 2)! 
et 
Oi oe flag ee 3m*-+-7m+ 6). 
ream 1 l'a(om+i)! Co } 


par suite, si l'on fait 7 = 2 dans la formule générale, les termes corres- 
pondants disparaissent. La seule différence que nous devons donc 
trouver en appliquant la formule générale au cas m= 2 est celle 
signalée plus haut pour le coefficient de-b?/a>. On a en effet, en 
représentant, dans les crochets, par des points des termes qui ne 
contiennent que a et ses dérivées 

Vire +n] + 2h Be "| pe +... 


FiGar isa terra rate 50 


+ 
a " 1}! 7] 2 ba” 
+ c b a'b Skeid ie b 7ba +. [+ 


Se 2762 Lee ni ites} ae HAT og, sara . ne 
20 a 6o a 104 180 a 20 4° 30 a? 
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et, d’autre part, 


‘ i See i : b a" a’ Jy .[ 5b'  da’b = 
Va 2a 8a’ aie [- Da 48a  16a° 15 3a | + (ae 64 a’ 
Neg 3b" 5ga'b'  ga"®b 31a"b b 620% 
+)? re 7 =: 9 sie sip - soin sl aie Cie 
koat 640a 19204 1284 19204 124 


donc, conformément à la formule générale 


METVIE, a 5a” Lis 3a'b 
= = _ x |e re] + | 7 ps +...| 


2 24 a? AS a 144 a* 960 a 2880 a‘ 
” ipl = ie) ba’ 
of 20,96" | 157ba" pe + + 
1g20a' 640a° 5760a"  6oa 


par suite, lorsque a’ est proportionnel à a?(a = a,s~') la fonction b 
doit satisfaire aux deux équations différentielles 


21b's* +-43bs?= const., 


216" s+ + 816's* +31 bs?= const., 


sur lesquelles on peut opérer les mémes transformations que celles 
indiquées dans Je cas général pour obtenir finalement la condition 
nécessaire b=b,s~*. Il en résulte que si le premier terme de C 
correspond à une courbe (P’), il doit en être de mème pour le second 
et ainsi de suite de proche en proche. Donc : 

St le rapport (MP/MM, ), dans lequel le pied de la flèche divise l'arc, 
est indépendant de la position de l'arc sur la courbe (et ne dépend que 
de l’angle à l’origine) ET si LA COURBE N’EST PAS UN CERCLE GÉODÉSIQUE, Ja 
courbe est une courbe (P’). 

St ce rapport est une fonction paire de l'angle en M, la courbe est une 
courbe (P) et le rapport est constant et égal à 1/2. Ce dernier théorème 
est une conséquence immédiate des calculs du paragraphe 21; en effet 
pour que 7, soit une fonction paire de d, il faut et il suffit que ce 
rapport ne contienne que des puissances de À dont le degré est un 
multiple de 4, donc le coefficient de }? doit être nul et a est une 
constante. D'autre part, la condition que C soit indépendant de « 
est suffisante puisque r, est alors égal à 1/2; done si C admet 
le développement (15), le premier coefficient non nul d’une puis- 
sance de À dont le degré ne soit pas multiple de 4, est le coefficient 
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I . 
= mal puisque a’ est 


de À‘? et il est égal à Se an fa [ (m!)? 


a A (2m +)! 
nul, donc g’ doit être nul. 

La restriction qui figure dans le premier des énoncés ci-dessus 
provient de ce que les équations trouvées ne nous imposent pas la 
condition g— const. dans l’hypothèse où a est une constante, car 
alors les équations (41) et (44) se réduisent à g’ = const. et g”— const. 
Dans ce cas, il ne suffit certainement pas de choisir dans C pour les 
coefficients des puissances de w, supérieures ou égales à la deuxième, 
des binomes du premier degré; mais il semble que l’on puisse déter- 
miner de proche en proche les coefficients des puissances de # comme 
étant des polynomes en ¢ dont le degré croit (d’une unité à chaque 
coefficient, si b n’est pas une constante). Il ne nous a pas été possible 
de démontrer que ce calcul est possible ni que la série obtenue 
converge. 


24. Nous avons maintenant à notre disposition les formules néces- 
saires pour démontrer les propriétés signalées à la fin du paragraphe 20. 
Pour que la longueur de la flèche soit une fonction paire de l'angle 
en M, le développement (33) ne doit contenir que des puissances de } 
dont le degré est divisible par 4, il est donc nécessaire que a’ soit nul; 
il est suffisant pour cela que C ne dépende pas de ¢ et nous pouvons 
supposer que C admet le développement (15) en désignant par 7 le 
degré en « du premier terme qui n’est pas indépendant de ¢. Nous 
obtenons les deux premiers termes de V, qui dépendent de g en utili- 
sant le développement (40) où l’on fait a'—0; puis en remplaçant V 
par (40) dans le produit de (38) par 2? nous obtenons 


ad: (— 19" f 1 (am ly : 
LA DE re) a qi" ES TR eee ee | es 
(46) F=— Tee d (see) d | Mars: (= (2 +1)! À 


or, & est nul puisque la condition vérifiée par les premiers termes 
de C est suffisante, il est donc nécessaire que g’ soit nul, car son coeffi- 
cient n’est jamais nul (voir $21). Done il faut et tl suf fit que la courbe 
soit une courbe (P) pour que F soit une fonction paire de d. 

De mème la recherche du développement du quotient de (46) par 
le développement de /(s, d) nous montre que le rapport (5, d) des 


23 
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longueurs de la flèche et de l'arc ne peut être une fonction impaire 
de d que si la courbe est une courbe (P). 


25. L'étude du rapport 7, nous a permis d'obtenir une propriété 
caractéristique de (P’) moyennant une hypothèse sur a; dans les 
questions que nous abordons maintenant nous n’obtiendrons mème 
pas ce résultat, car des deux équations différentielles auxquelles doit 
satisfaire simultanément la fonction inconnue, l’une est conséquence 
de l’autre. Nous trouverons pourtant des propriétés caractéristiques 
des courbes (P). 

Nous envisageons d’abord l’angle sous lequel on voit l'arc MM, de 
son extrémité M,. Cet angle 8 ne dépend que de d aussi bien 
sur les courbes (P) que sur les courbes (P’). Nous le déterminons 


par sa tangente d, qui est égale au produit par À de la valeur de = 


lorsqu’on y remplace V par la valeur correspondant à l'extrémité M, 
de l’arc. Nous obtenons donc immédiatement les premiers termes 
du développement de d, 


on voit que a’ doit être proportionnel à a? pour que d, ne dépende que 
de d. Nous supposons alors que les premiers termes de C vérifient la 
condition suffisante de correspondre, soit à une courbe (P), soit à une 
courbe (P’), et nous cherchons la forme de la fonction inconnue g(s). 
Nous remarquons que, dans le cas des courbes (P), nous devons 
avoir d, + d= 0, soit en examinant le modèle particulier de courbe (P) 
constitué par un parallèle de surface de révolution, soit en nous 
rappelant qu’alors u(æ, —d) = u(— a, d); ceci prouve que l’arc MM, 
et l'arc MM,, ayant pour origine M et pour valeur algébrique — Z, sont 
vus de leur origine M sous deux angles ayant une détermination égale 
en valeur absolue, or le déplacement du point M, n’altére pas la Don 
quand la longueur de l'arc reste constante et l'égalité précédente nous 
montre que les angles en M et M, doivent, eux aussi, être égaux en 
valeur absolue (il suffit d'amener M, en M). 

Dans le développement de d, doivent donc disparaitre tous les 
éléments (excepté le terme — d) qui ne contiennent aucune dérivée 
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de fonctions figurant dans le développement de C. En tenant compte 
des formules établies plus haut, on voit facilement que le premier 
coefficient de d, qui peut dépendre de la fonction inconnue g est celui 
de À‘? et ce coefficient est, à une constante additive près, 


T'AS ue D (— 1) m! 
Dar 2m! am (2m —j —1)7!(m—J--1)! Pris 


et dans cette expression la fonction g a bien un coefficient nul. 
Les termes en A‘” s’obtiennent en évaluant des sommes analogues 
à celles déjà rencontrées et l’on trouve qu’ils ont pour expression 
o! 2 o 
8 _(_ jy (mm!) = ga’ (ay m l(m +1)! bhp oie 
ens (ams)! ran (2m+1)! , 
k étant une constante provenant des premiers termes de C. Par suite, 
si les premiers termes de C correspondent à une courbe (P ), on obtient 
seulement la condition g’=const., et si les premiers termes de C 
correspondent à une courbe (P’), on obtient l’équation différentielle 


Cr aii 
{ o/s) + (m + 1) 9s | — const., 


(47) (2m—+1)!° 


exigeant que g soit égalak,s-"+ ks". 

Si m est différent de 2, les calculs faits pour U nous permettent de 
trouver le coefficient de À ‘+? dans le développement de ¢, ; on obtient, 
à une constante addilive près, 


ge" (—1)"(m!)? 2a’ g'm!(m + ai)! ES 
we? 9(9m +1)! 3a" (am ni 
(= 1)" a" o(m!)? (5m + 4) a? g[ mi}? (met gm-+ 6) An. 
Ga” (om +1)! 6a"= "(om +1)! : 


et par suite nous devons avoir, si a’ n’est pas nul, la nouvelle relation 


(a! )? 


ee a, ( Zo” 9mt2 4 of 91 4m + 4) + gs" (mn? = m — 2)\ = const. 
(2m +1). ¢ : 


mais celle-ci est toujours vérifiée, quelles que soient les constantes /, 
et k,, lorsque g = #,57"+ East. 

Dans le cas particulier où m= 2, nous ne pouvons pas utiliser, du 
moins sans précaution, la formule générale; ici nous effectuons le 


23. 
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calcul uniquement en vue d’une verification, car il est facile de prévoir 
qu’en réalité la formule générale donne le résultat exact. En effet, dans 
le calcul de cette formule générale figure la somme. 


ss à (—1)**m! a" g(s)a-™* 
>, 18(am—j+s!(m—jJ—3)! 
0 


qui n'existe pas pour »— 2; son expression, dans le cas général, 


13 ! ; 
Ne pyc ae Sbaabe 
18a"+*(om ue 1) | 


part, nous avons rencontré dans le calcul les sommes 


: . ab , 
ce qui devient + ga POUL Pte D’autre 


m—\ - « 
(-- 1)! (am—jy—2)m!la?yg a D (--1)imla?y 
, a" 71(m—j—1)! ad a+ 71 (m--J— 2)! 


0 


qui sont nulles dans le cas général mais ont, pour m= 2, les valeurs 


2a'*b 


: ab . : » 
respectives — ga et + on Par suite, en appliquant la formule 


générale au cas particulier m= 2, nous négligeons deux termes dont 
la somme est égale au terme ajouté. Le calcul direct des coefficients 
en question ne présente aucune difficulté et les deux équations 
auxquelles doit satisfaire sont bien 


sh! -i- 3 st h =const., sth" + 4s*b'— const. 


Dans ce problème, que a soit ou non une constante, nous n’avons 
pu obtenir des conditions nécessaires et suffisantes, mais du moins 
nous avons vu que : les courbes (P) sont caractérisées par le fait que 
l’angle sous lequel on voit l'arc de son extrémité est une fonction 
tmpatre de l'angle sous lequel on le voit de son origine; et encore que 
les courbes (P) sont caractérisées par le fait que l'angle en M et l’angle 
en M, ont une détermination égale en valeur absolue. 


26. Nous étudions une dernière propriété commune aux courbes (P) 
et (P’), quia été signalée au paragraphe précédent dans le cas des 
courbes (P), au sujet de l'angle y sous lequel on voit de M l’arc MM, 
opposé à MM,. Les deux angles x et y ont même valeur absolue sur 
une courbe (P); dans le cas des courbes (P’), sid, désigne la tangente 
de y, on a les deux relations /=s.h(d) et —/=s.h(d,); done il 


à 


- 
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existe entre d et d, une relation indépendante de s 


hid) +hid, === Oss 


Pour déterminer le développement de d, en fonction de d, il suffit 
de chercher la condition pour que {(s, d,) soit opposé à {(s, d), donc 
‘il suffit d’égaler à o le développement de V, correspondant à l'extré- 
mité de l’arc MM,, après avoir remplacé dans ce développement 2°” ! 
par d’+ d', nous avons donc 


d—d, (+ d3)a’ [ 2a" a! b 


(GE i 
a 3a 


ee an Sa ; aan 
34 gw PAC 6 ai 


ca ee di] 


et, comme d, doit tendre vers o en même temps que d, 


OM TER di Cols ab P 
1, = d— C= C+ di - +... 
; 3a? gat eS Ee Tee à A | 
4a’ bt" 2a" b 
i l° 44 ne NT A mange eee 
+36 5e Bae | seopisered EL 


Supposons que C admette le développement (15) dans lequel les 
premiers termes correspondent à une courbe (P) ou (P’), le premier 
coefficient y, qui peut dépendre de s est celui de a?”, il a pour valeur 


Dante ie ment NS Las a 2 (nt IN 1m 
a So eo = herr WB a 1 le Sees 
ew ae (2m +1)! an? (oun +1)! 


le coefficient suivant est 


172 
DAT (Mt = ET ar 


Se 


de sorte que y, et Yn n'imposent qu'une même condition pour la 
fonction g. Les termes non écrits dans les deux égalités précédentes 
sont des constantes et l'équation différentielle à laquelle doit satis- 


faire g, si a n'est pas une constante, est 


prs! of (nt on 1)s" & = Const. : 


si a est une constante g”, doit être une constante. 
Sans expliciter les coefficients du développement de V, nous allons 


chercher une deuxième relation à laquelle doit satisfaire g et qui 
pourrait ne pas étre une conséquence de la précédente. Pour simplifier 


12% 
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l'écriture nous désignons par des lettres, dont la signification est 

évidente, les différents coefficients de V, de sorte que le développement 

de d, est donné par : 

d+ d= A(d*+ d?) + B(d'+ dj) + D(d'+ di) +...4+ X(d™' + dyn) 
CA Y(dm+ dt) 2 F(a TE ay} a ing Bi agate y+..., 


X et Y dépendent de la fonction inconnue g et sont liés par la relation 
établie plus haut, nécessaire pour que y, et Yan+1 soient des cons- 
tantes ; cette relation s'écrit Y +(2m—1)AX = const. Les fonc- 
tions T et Z dépendent de g et de la nouvelle fonction inconnue h, 
nous obtiendrons entre T, Z, X, Y deux relations nécessaires pour 
QUE Yonse Ct Yan Soient des constantes. On obtient, en représentant 
par des points des constantes dont la valeur ne nous intéresse pas, 


Yam+2= 22 + 2AT (am +1) + 4m(2m +1)A?Y + 6(2m —1)ABX 


+ 2(2m — 1) DX + À (2m — 1)(4m?+ 2m + 3)AX +..., 


puis, si nous supposons ce coefficient y, constant, on aura 
= : ; 
Yan GA(m +1)Z — GA*(m+1)(2m+1)T — 3 m( 4m? 4- 6m + 5)A*Y 


SL. 
— 12mABY — 4mDY — g(2m— 1)(27% + 8m -+ 7m + 3)A'X 


-12(2m — 1) (2m + 1)A?BX — 4(2m —1) (2m +1)ADX +..., 


qui doit ètre constant. Il est donc nécessaire que X et Y véritient la 
relation obtenue en exprimant que 2A(m<+1)Yin3 + Yan: est une 
constante (relation dans laquelle ne figurent ni T ni Z) 


) 


=m 2m? + 3m — 2)A*Y + PTE m—1)(2n + 3m — 2)A'N 

— 12 mABY — 4{mDY — 12m (2m -- 1) A*BX —4miam — 1) ADX = const. 
Ceci peut s’écrire | 
[Ÿ + (om —1)AX] |- 4mD — 12mAB+ TETE: 3m — ») |= const. 


’ ’ "4 . 
et nest donc qu'une conséquence de la première relation trouvée. Ici 
encore nous ne pouvons obtenir simplement une condition nécessaire 
et suffisante. 


~~ 
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Le calcul du début de ce paragraphe nous montre pourtant que les 
courbes (P) sont caractérisées par le fait que les angles, sous lesquels 
on voit du milieu d'un arc ses deux moitiés, ont une détermination 
égale en valeur absolue, ou encore, si l'angle y est une fonction impaire 
de l’angle «, la courbe est une courbe (P). Il suffit, en effet, d’étudier 
les conditions imposées au premier terme de C par la propriété envi- 
sagée, puis de déterminer la forme de la fonction g pour que le 
coefficient de a?” dans d, soit nul, sachant que la condition vérifiée 
par les premiers termes de Cest suffisante. Il en résulte que g doit être 
aussi une constante et la courbe est bien une courbe (P). 


CHAPITRE V. 


REMARQUES DIVERSES. 


27. Les courbes (P) et (P’) correspondent donc à une relation de 
forme très simple existant entre la longueur d’un arc, l'angle sous 
lequel on le voit de son origine et l’abscisse curviligne de cette origine. 
Les deux formes trouvées pour cette relation sont deux cas particuliers 
de la forme plus générale suivante : 


(48) g(0) = h(d)A(S), 


g, h, et & étant des fonctions d’une variable, holomorphes au voisinage 
des valeurs O, 0, s et telles que g(O) et A(O) sont nuls. 

Les courbes (P) correspondent à #(s) constante et les courbes (P') 
au cas où g(/) est une fonction du premier degré. Nous nous étions 
proposé de chercher, par la même méthode que précédemment, s’il 
existe d’autres courbes conduisant à la relation (48). 

Nous suppôsons que la fonction g(/) est développable au voisinage 
de {= 0, soit 


(49) e(D=l+agl+ lt ges, 


et nous utilisons les développements déjà calculés pour déterminer les 
conditions auxquelles doivent satisfaire les fonctions inconnues et les 
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premiers coefficients du développement de C. Ona 


ye 


k(s)=pa"(s), a’=Aa+ Ba’, Pe =e hi 


i 


‘ 


en désignant par A, B, p des constantes arbitraires. Alors il faut que 


A? 
b(s\)=68,4- -- + — a + Dai, 
À 2 6 
en désignant par D une nouvelle constante. La considération du terme 
de degré 4 en d nous fournit un certain nombre de relations auxquelles 
doivent satisfaire les constantes arbitraires introduites ci-dessus. Ce 
sont : 


Le + 75 = aR kiN =0, 
A?B 11 
+3 ee — 5 £,B = O 
2 A B?A 
7 DA Sa == * 
45 - go 108” 


Nous supposons que A n'est pas nul — sinon on se trouve dans le cas 
des courbes (P’) — alors, siB n’est pas nul, nous calculons D, g, et 2, ; 
si B est nul nous pouvons choisir arbitrairement l’une des constantes g,, 
ou g,. L'étude du terme en d’ nous donnera l’expression du coefficient 
c(s) de C(u, ), expression dans laquelle interviendront deux nouvelles 
constantes arbitraires et le terme en d° nous donnera 6 relations 
auxquelles devront satisfaire les différentes constantes (au nombre 
de 6), il est done probable que nous déterminerons ainsi toutes les 
constantes arbitraires (nous n’avons pu faire le calcul, très compliqué) 
et, même si nous pouvons poursuivre la détermination des différents 
coefficients, nous n’obtiendrons pas une classe de courbes aussi géné- 
rale que les courbes (P) et (P’). 

Remarquons que les calculs faits nous donnent la conclusion sui- 
vante : n'existe aucune courbe [autre que les courbes (P) ou (P’)| 
pour laquelle la relation entre l, s, d'aurait la forme (48) avec g égal à 
un polynome du second degré. 

Dans le cas particulier où l'on sait que la surface, sur laquelle est 
tracee la courbe, a une courbure totale constante (ou sil’on veut, dans 
étude des courbes planes d'un espace non euclidien de courbure 
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constante K), nous pouvons utiliser le développement (5). Si la relation 
entre J, s, d'a la forme (48), il en résulte que a(/, s) est une fonction 
du quotient æ de g(£) par A(s) et, si g(l)admet le développement (49), 
il faudrait pouvoir identifier (5) avec un développement de la forme 


l Ay A. os Ae 2 0', À £ oO", < 
A, ks) | Fe — | PF E + 2 24 a =] 


ke ies k* K? k 
ie ay ee eee ge WE AT 
pe [i ery o27s3 52 5 à 2 eel nie 
ET Ro PTT te MAG [al vue 


où À,, Ay, ... désignent les coefficients du développement de la fonc- 
tion de x à laquelle est égal x(/, s). On en conclut facilement que 


2A, 
k(s) 


= et hs + À, 
puis, que /, et #, sont tous deux nuls (cas des courbes P) ou bien que #, 
et K sont nuls (cas des courbes P’ qui n’existent pas dans un espace 
non euclidien de courbure constante non nulle, vorr § 9). 


28. Les courbes (P) possèdent plusieurs propriétés caractéristiques 
élémentaires des cercles du plan et il est naturel de rechercher si ces 
courbes ne possèdent pas également la propriété suivante vraie pour 
un cercle : Ja longueur de l'arc MM, est proportionnelle à l'angle sous 
lequel on le voit de M. 

_ Le développement (5) ne nous permet pas de conclure facilement; 
il faut en effet que tous les coefficients de ce développement soient 
nuls, à l'exception du premier; cela entraine des conditions pour la 
courbure totale de la surface le long de la courbe, mais il est difficile 
d'obtenir les conditions nécessaires et suffisantes par ce procédé. 
Nous utilisons encore la représentation de la surface introduite au 
paragraphe 4, nous avons calculé (28)le développement de la tangente 
de l'angle « en fonction de et il est facile-d’en déduire le dévelop- 
pement de l'angle lui-même, c'est 

(50) x—= - al — eH eli E..] te be oes 

les termes non écrits sont de degré supérieur ou égal a 3, les points 
dans le coefficient de /‘ représentent les éléments de ce coefficient qui 


0 A > - . LA 
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proviennent des termes du développement de C(u, «) dont le degré 
en u est inférieur à (4 + 1)/2. 

Pour que / soit proportionnel à x, il faut que tous les coefficients 
de (50) soient nuls à l'exception du premier. Donc a’ est nul et a est 
une constante. 

La condition que C se réduise à 1 + 2au (a constant) est suffisante : 
géométriquement, la courbe est alors tracée sur une surface applicable 
sur un plan et correspond à un cercle; analytiquement, l'équation (6) 
s'intègre facilement, car alors 


ess ua 


u?+9oa(i+2au), 
I+ 2au 


done 
7 — Sinla(p—s)+alsinfa(s — s)] 


d’où JS: 
acos[2a(v—s)+a] a 


Alors si l’on suppose que C admet le développement suivant: 


C=i+oau + g(v)u™+... 


dans lequel les termes non écrits sont de degré en u supérieur à m, le 
premier coefficient de (50) qui n’est pas nul est celui de ?”—" et il est 
: aL, m!)? : : 
égal à g(s)a"—'(— 1)" cn (puisque les deux premiers termes deCne 
peuvent fournir aucun terme en /?”-'), donc pour que Z soit propor- 
tionnel à a, il est nécessaire que g soit nul et, par suite : 

St la longueur d'un arc d'une courbe tracée sur une surface est pro- 

5 

portionnelle à Vangle sous lequel on voit l'arc de son origine, la surface 


est développable et la courbe est un cercle géodésique. 


29. La propriété caractéristique précédente des cercles ne s'étend 
donc pas aux courbes (P) dans leur généralité; par contre, toutes les 
courbes (P), et elles seules, sont telles que l'enveloppe de la corde soit 
une courbe parallèle à la courbe (1°) lorsque l'angle en M est constant 
ou lorsque la longueur de l'arc MM, est constante. 

La surface étant rapportée au système de coordonnées du para- 
graphe 4, l'équation de la corde qui sous-tend l'arc est 

u=uls —s,s,d,] 
ce qui devient, après le changement de variable et fonction, 


tt SUIS Re) My sy AV. 


gun de 
: + 
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L’enveloppe de la corde sera une courbe parallèle à (T) si cette 
enveloppe s’obtient en portant sur les géodésiques normales à (T ) une 
longueur constante; et par suite cette enveloppe doit avoir une équa- 
tion de la forme u — const. 

Premier cas : l'arc MM, est vu de son origine sous un angle constant, 
donc d et À sont des constantes; nous aurons le point caractéristique 
de la corde en cherchant la valeur de +, comprise entre s et s + J, telle 


que _ soit nul. Donc ce point est déterminé par la valeur V,(s, À )qui 
annule 

aU OÙ 
DN Mee OS 


? 


et la courbe possédera la propriété étudiée ici, si U prend une valeur 
indépendante de s lorsqu’on y remplace V par V.. 

Les premiers termes du développement de V, suivant les puissances 
de À sont déterminés par la relation 


A Vv? se Se 
OO UN == — — (200 + 2ab) -- FV'(1o@+b)— faVii+..., 
3 


dans laquelle les termes non écrits sont de degré supérieur à 5, donc 


PAPE VE ME b 
HAL TRE 
i 2a 6a 12a 


d’où, en remplaçant V. par cette valeur dans (13), nous déduisons 
l’ordonnée wu, du point caractéristique 


À l'a! 25 ( 61 al <) ee 
Us = = a): St Se Se ls 
Z 4a 8 a SA: : 


a a’ ae 


qui ne peut être indépendante de s que si a etb sont indépendants des, 
donc si les premiers termes de C correspondent à une courbe (P). 
Comme il suffit que la courbe soit une courbe (P) pour qu’elle 
possède la propriété étudiée ici, nous pouvons supposer que C admet 
le développement (15), où m désigne le degré en wu du premier terme 
de C dont le coefficient n’est pas indépendant de v. L’équation 
donnant V, est alors 
et nt nd rte 


OS MES 


o=—2aV — Les tl) 
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où les termes non écrits sont indépendants de s et de degré supérieur 
à 4 ou bien dépendent de s et sont de degré supérieur à 4m— 3. 

Il en résulte que le premier coefficient de V, qui peut dépendre des 
est celui de À‘”-* et V, ne diffère de (34) que par des termes non 
écrits. 

Le premier terme dew, qui peut dépendre des est de degré 4m etson 
coefficient nous est connu, car nous avons effectué les calculs au para- 
graphe 20; on voit que #, ne peut être indépendant de s que si g est une 
constante; donc finalement, il faut que la courbe soit une courbe (P) 
et nous trouvons pour w, la valeur déjà calculée de la flèche F. 

Deuxième cas : l'arc variable MM, est tel que sa longueur l'soit cons- 
tante. Nous devons donc chercher l'enveloppe de la courbe définie 
par u = uf(s—s),s, d] sachant que d est lié au paramètre s par la 
condition u(d, s, d)= 0; le point caractéristique s’obtient en joignant, 
à l'équation de la corde, l'équation 

Ou Ou Ou Od 


mpye hs berths ds dd ds?" 


Ce point caractéristique correspond done à la valeur V, de V qui 
Ou 
ON 
pour obtenir l’ordonnée wv, du point cherché, nous pouvons utiliser les 
calculs faits plus haut pour déterminer la flèche, mais nous devons ici 
revenir à la variable / en utilisant le développement (28). Nous 
Dent . ale ché 
trouvons ainsi que les premiers termes de wu; sont —~~ ——-—..., 
4 € 

done ne peuvent ètre indépendants de s que si a est une constante. 

Puis supposant que C admet le développement (15), les développe- 
ments (55) et (28) nous montrent que le premier terme de uw, qui peut 


dépendre de s est de degré 2m (en Z) et a pour coefficient, à une cons- 


— 1)" qua! E né 


annule 5—+ Comme nous devons ensuite remplacer V par V, dans A?U 


. . * ( 
tante additive près, ¢(s) 


2m! gem 


|; ce qui ne peut étre 
indépendant de s que si la fonction gest une constante, car 2”(m!) ne 
peut etre un nombre impair. Donc, st l'enveloppe de la corde qui sous- 
tend un arc de longueur constante sur une courbe tracée sur une surface 
est toujours une courbe parallèle, sur la surface, à la courbe donnée, 
cette courbe est une courbe (P\. 
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DEUXIEME PARTIE. 


SURFACES. 


CHAPITRE I. 
DEFINITION ET RECHERCHE DES POINTS (R) ET (R’). 


1. Nous nous proposons dans cette Partie d’établir relativement aux 
surfaces analytiques des résultats analogues aux précédents en consi- 
dérant la figure formée par un plan sécant et la calotte découpée par 
lui dans la surface. Nous supposons que la surface est convexe de 
sorte que les dimensions de la figure tendront vers zéro en même 
temps que l’angle du plan sécant avec le plan tangent à la surface 
en un point de la section; un point de l'intersection du plan et de 
la surface doit jouer un rôle particulier pour la détermination de 
l'angle du plan sécant et d’un plan tangent et comme nous dési- 
rons étudier des fonctions de deux variables seulement, il est naturel 
de considérer les figures correspondant aux plans sécants qui pivotent 
autour d’un point régulier fixe, O, de la surface; c’est donc une pro- 
priété de la surface en ce point que nous mettrons en évidence. La figure 
formée par le plan sécant dépend effectivement de deux paramètres : 
l’un, qui fixe sa position, est l'angle « que la trace du plan sécant fait 
avec une direction fixe du plan tangent en O et l’autre, qui détermine 
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les dimensions de la figure, est l'angle du plan sécant et du plan tan- 
gent en O (cet angle sera déterminé par sa tangente que nous dési- 
gnons par A). Nous utiliserons aussi ultérieurement un autre paramètre 
arbitraire à la place de cet angle des plans sécant et tangent. 

En général la figure dépend des deux paramètres À et « et nous 
allons chercher en premier lieu s’il existe des surfaces (ou plus exac- 
tement des points sur une surface) telles que certains éléments de la 
figure ne dépendent que de À et non dea. L'élément le plus intéressant 
(à cause de ses propriétés affines) est le volume compris entre le plan 
sécant et la calotte; nous dirons que la surface possède en O la pro- 
priété (R), ou que le point O est un point (R), si ce volume ne dépend 
que de À. 


2. Nous rapportons la surface aux axes suivants ayant pour origine 
le point O : la normale Oz à la surface et les deux directions princi- 


Fig. 4. 


pales Ox et Oy en O. Puisque le point O est, par hypothèse, un point 
régulier convexe, le développement de la cote 3 d’un point de la sur- 
face en fonction de æ et y peut s’écrire 


(1) S == a(sin? g ct + COS?@ 77) +..., 
18] ‘ m l’: ; T 2 
en désignant par 9 l'angle, compris entre o et =; tel que cot?” = et 


RK, et Ry étant les rayons de courbure principaux en O. 
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Nous avons défini le plan sécant par l’angle « que fait sa trace sur le 
plan +0 y avec l’axe Ox et par la tangente À de langle qu'il fait avec 
le plan zOy, son équation est donc 


(2). 5,= \(y cosa — xsinæx). 


Dans tout ce qui suit les plans sécants seront choisis de telle facon 
que À soit arbitraire à l’intérieur d’un intervalle non nul comprenant 
zéro. 


Le volume cherché est égal à l'intégrale double ff Gi—s)deedy 


étendue à l’intérieur du domaine @ correspondant à l'intersection de 

la surface et du plan. Pour l’évaluer nous effectuons le changement de 

variables 
cosu sin « 

(A) LP ———— ) =.) 

V2 sing V2 coso 


La section de la surface par le plan sécant est alors représentée par 
la relation 
, sinw cosa sing —cosusinxcos@ a 


(3) À ts 


V2 sing cosg 2 


POG aay 


Quel que soit u, © est infiniment petit avec À puisque la surface est 
convexe et nous pouvons calculer le développement en série de ¢ 
en fonction de À (les coefficients de ce développement sont des fonc- 
tions de w). Le calcul du premier terme est immédiat, on obtient 
cave ME va sin 4 cos ee sin © COS © RES 
les limites du domaine auquel on doit étendre l'intégrale double après 
le changement de variables sont : pour o, zéro, et la valeur définie 
par (4); pour uw, les deux valeurs uw, et u,+ x qui annulent le coeffi- 
cient de À dans (4). 

L'intégrale admet un développement limité suivant les puissances 
de À et on l’obtient en remplaçant ¢ par le développement (4) dans 


SD Vie ; 


par du À , sinu cosa sing — cosu sing cosy a 
2SINY COSY 


= P 3 : 
34 2 SIN Y COSY 


“iy 
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le premier terme du développement du volume V cherché est donc 


i allo tT 
1 (sinu cosa sing — cosu sinæ cosp)" du. 
LU 


12a" sin’ 9 COS’ 


Or, d’après la valeur de 4, nous avons 


>. 


(5) [sinw cosa sing — cosu sina cos®]*—sin*(u — wo) [sin* « cos + cos* a sin? | 


et par suite l’intégrale donnant le premier terme du développement 
de V est immédiatement calculée. On trouve 


(sin? a cos*@ + cos? sin*¢ |? 


(6) FA 32 a* sin°@ cos*9 


que l’on peut écrire également 


V— T[1— cos2 9 cos 2a]? 
at 128 a*sin*® 9 cos*9 

3. Pour que le point O soit un point (R) de la surface, il est néces- 
saire que tous les coefficients du développement de V suivant les 


puissances de A soient indépendants de «. Donc nécessairement 


. : = è T 
I— cos29cos2x est indépendant de « ce qui exige 9 — 7; et le 
4 


point O doit être un ombilic. 

Nous voyons immédiatement que les sphères sont les seules surfaces 
analytiques dont tous les points sont des points (RK) puisqu'il faut que 
tous les points soient des ombilics. 

4. Nous chercherons maintenant s’il peut exister sur une sur- 
face (autre qu'une sphère) un point O, au moins, possédant la pro- 
priété (R); remarquons qu'un point régulier d’une surface de 
révolution est un tel point (R) s’il est situé sur l’axe de la surface, 
puisque les rotations qui transforment la surface en elle-même font 
coincider les figures correspondant aux différentes valeurs de ©. 
Autrement dit, il suffit pour qu'un point soit un point (R) que la 
surface soit de révolution autour de la normale en ce point, si bien que 
le développement (1) ne contient que des puissances (entières) de 


x+y". Nous allons démontrer que cette condition suffisante est 
aussi nécessaire, 
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Soit en effet 


(7) BCE pt) +. + Pin y)+..., 


le développement de 3 où l’on désigne par P(æ, y) le polynome homo- 
gène de degré n contenant tous les termes figurant dans le développe- 
ment de z et ayant ce degré. Nous supposons que tous les polynomes 
analogues et de degré inférieur à n sont égaux au produit d’une 
constante par une puissance de æ° + y? et nous voulons déterminer la 
forme nécessaire du polynome P. Pour cela nous devons calculer dans 
le développement de V suivant les puissances de À, le premier terme 
dont le coefficient peut dépendre de P. 

La relation (3) nous montre que le degré, en À, du premier terme 
du développement de o dont le coefficient dépend de P est égal an — 1 
et nous ohtenons sans difficulté, pour représenter l’intersection de la 
surface et du plan, la relation 


€ M2 
fis 


A2sin(u — a 2: 
das (ses) +) 22/-' A; sin?/—! (uw — a) 
a 
j= 


(8) aS 


ay : ; 
— —)?'! sin’! (u — a).P(cosu, sinw)-+..., 
a! 2 


dans laquelle les termes non écrits sont de degré, en A, supérieur a 
n —1 et les grandes lettres A, B,... désignent ici, comme plus loin, 
des constantes dont la valeur n’intervient pas. Nous remarquons que 
dans le développement de ¢“ la première puissance de À dont le coef- 
ficient fait intervenir P est de degré n — 2 + & et son coefficient est 


g\t-l+k | i A ; 
—k (a) sin’—2+4( « — a) P( cosa, sinw) + Bsin’—*~4(u — a). 
a 
L'intégrale double donnant le volume est devenue, après le change- 


ment de variables, 


Soil | Ao? sin (ue — 2) — SE =... pr P(cosus sine) —.| do du, 
@ 
done ona 
C+ 3 \ P S sin «) 
Des Ce ee pee NP Ely AEE du 
v=[ | 2 sin (u a) 8 se," ? n+ 2 : ‘ 
% — 


13 


188 | PIERRE BOOS. 


où l’on doit remplacer ¢ par l'expression (8); les termes non écrits 
dans la dernière intégrale ont un degré, en p, supérieur à n+ 2 s'ils 
ont pour coefficient une fonction de wu dont la forme ne nous est pas 
connue, ou bien sont d’un degré pair-supérieur ou égal à 6 s’ils ont 
pour coefficient une constante. 

Après le remplacement de » par (8), l'élément différentiel de l'inté- 
grale donnant V a pour développement par rapport à À 


2sin' (ut — a) 


\' RIT 
3 +>) B,)* sin*(u — a) 


JE sin“+?(u — a).P(cosw, sin 2] 


+ An? | Gsine*(a — &) — G 
a n+2 


he 


les termes non écrits sont de degré supérieur à n-+-2. Il en résulte 
que le premier terme du développement de V dont le coefficient peut 
dépendre de « est de degré n + 2 en A, puisque les premiers termes 
de (7) vérifient une condition suffisante pour que le volume soit indé- 
pendant de «. Le coefficient de ce terme est, à une constante additive 
prés provenant des premiers termes de (7), 


9, \ +? I a 
—- (=) re sin“#+?(u — x). P(cosu, sinw) du. 
a 


Pour que le point O soit un point (R) il faut donc que Vintégrale 


X+T 
(9) L sin’+*(«@ —a).P(cosu, sinw) du 
x 


soit Indépendante de «. Rappelons que P est un polynome homogène 
de degré n. | 


La méthode qui semble ici la plus directe pour déterminer le 
polynome P serait d’expliciter ce polynome et d'évaluer l'intégrale (9), 
nous pourrions ainsi obtenir des équations linéaires auxquelles 
doivent satisfaire les coefficients de P; mais ce procédé ne permet de 
conclure qu'après avoir démontré que les déterminants des systèmes 
obtenus ne sont pas nuls, or ces déterminants ont pour éléments des 
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quotients de coefficients du binome et il ne nous a pas été possible 
d’en faire l’étude directe ('). 

Pour trouver la forme que doit avoir le polynome P nous cherchons 
les conditions imposées par l'intégrale (9) au polynome de Fourier 
identique à P(cosu, sinu). On peut en effet écrire 


(10) f(u)= P(cosu, sinu)=a,+a,cosu + b,sinu+...+ a, cosnu + basinnu 


et remarquer que tous les coefficients, dont l'indice est de la parité 
différente de celle de n, sont nuls. En effet, si » est impair, le rempla- 
cement de u par u + x donne à P(cosu, sinu) la valeur opposée, cela 
exige que | 


ay) + a, cos2u + b,sinau +...-+ an cos(n —1)u + 6,-; sin(nm — 1) 


soit identiquement nul, ce qui n’est possible qu'en donnant la valeur o 
à tous les coefficients d’indice pair de (10). De même, si n est pair, la 
fonction f(w) admet la période x et nous en concluons que tous les 
coefficients d’indice impair dans (10) doivent étre nuls. 

En effectuant le changement de variable u = x + a, nous ramenons 
le probléme au suivant : déterminer une fonction, ayant la forme (10) 
telle que l'intégrale 


cr 
(11) f sin’+? x7, f(x +a) dx 
; 


soit indépendante de «. J 
Puisque cette intégrale (11) doit être indépendante de z, ses dérivées 
successives par rapport à « sont nulles, or, comme nous pouvons 
dériver sous le signe somme, nous voyons, d’après la dérivée premiére, 
que ‘ 
th sin+! x cosx f(x + à) dx =0, 
0 


et, d’après la dérivée seconde, 


T n 
(n+2) f sin tae fle +a) de = (n +1) f sin’ z f(x + a) dr, 
0 0 


a 


(+) Nous indiquons plus loin (§ 16) les conclusions que l'on peut obtenir en comparant 
ce procédé 4 celui que nous avons utilisé pour obtenir effectivement la forme de P, 
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donc, si l'intégrale (11) est indépendante de « il en est de même de 


l'intégrale [°° sin"x f(x + à) dx et, par suite, de toutes les intégrales 


0 


‘ 


Tk 
(12) f sin'—/ 2 f(x + à) dx, 
0 


dans lesquelles j est un entier inférieur ou égal à la partie entière 


de n/2. | 4 
Nous donnons ci-dessous les valeurs d’un certain nombre d’inté- 


grales définies que l’on obtient par des calculs élémentaires (soit par 
intégration par parties, soit en tenant compte de l'expression de sin‘x 
en fonction des sinus et cosinus de multiples de æ) : 


TT Tk 
i sin‘ xz sinm(æx + x) dx — 0, fe sin‘ x cosm(x + x) dx — 0, 
0 79 
si m est supérieur à # et de mème parité que #; 


Tk 
iF sin‘ xz cosk(a + a) dx—=(—1)/*!a-*rsinka, 
0 


19 
f sintx sink(x+a)dx=(—1)/ 2*ncosha 


bath 


si # est impair et égal à 27 +1; 
ifs sin‘ a cosh (x 4- a) dx = (—1)/2-* neoska, 


0 


Tv 
f sinéx sink (x +. «a)dx—=(—1)/2-*rsinke, 
0 


si # est pair et égal à 2/. 
Donnons alors à 7 dans l'intégrale (12) les valeurs décroissantes 


: . n ae : bs in AT 2 
successives depuis E (2). Si nest pair, la première condition ainsi 


obtenue est que f f(æ+a)dx soit indépendant de «; elle est 


toujours vérifiée puisque cette intégrale a pour valeur 4,7, tous les 
coefficients d'indice impair étant nuls dans f(u). La deuxième inté- 


grale à considérer est i sin?a f(a+ a)dx dont nous obtenons la 


valeur en utilisant le tableau précédent, c’est à une constante addi- 
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= 3 wT T : 
tive près provenant de a, : — a, (Aided ea b, oe TC peut 


ètre indépendant de « qu’à la condition que a, et b, soient tous deux 
nuls. 

Supposons alors démontré que les coefficients de f dont l'indice est 
inférieur à 2p (a, excepté) doivent être nuls pour que les inté- 


. 2 Sn . 
grales (12) correspondant aux valeurs de j supérieures à 5 — P Soient 


indépendantes de «a. L'intégrale correspondant à j=-—p est 


1 
Î sin’? f(x + x) dx dont nous pouvons obtenir la valeur à l’aide 


du tableau précédent, puisqu'il ne figure plus dans / aucun terme 
dont l'indice soit inférieur à l’exposant de sina dans cette intégrale 
(a, excepté); cette intégrale ne peut être indépendante de « que si 
(— 1)'2-*?r{a,,cos2pa+b,,sin2pa} lest, donc il faut que az, et b., 
soient nuls. 

Par conséquent, nous démontrons, en donnant 4 7 les valeurs 
décroissantes successives jusqu’a la valeur o, que tous les coefficients 
de f (a, excepté) sont nuls. Cette condition nécessaire est manifeste- 
ment suffisante pour que (11) soit indépendant de «. 

Si nous supposons x impair le même raisonnement peut être répété, 
mais ici f ne contient que des termes d'indice impair et j varie 
de (n — 1}/2 à zéro, la première intégrale considérée a donc pour valeur 


. TT . 5 . rn . 
— Ta,sina + ; 01 cosa, ce qui ne peut pas être indépendant de ~ si 
2 


a, et b, ne sont pas nuls; on démontre de proche en proche comme 
ci-dessus que tous les coefficients de f doivent être nuls, si bien que 
dans ce cas la fonction f est identiquement nulle. 

Donc le polynome P(cosu, sinu), identique à la fonction f(u), doit 
se réduire à la constante a, si nest pair ou être identiquement nul si 
n est impair; par suite, si n est impair, l’ensemble des termes de 
degré n dans le développement de z doit être identiquement nul et 


a 


si n est pair nous avons P(cosu, sinuw) =a,|cos?u-+ sin?uf et P(r, y) 
n 


est identique à a,(æ° + y”)’. 
Il en résulte que la fonction z est seulement fonction de x° + y”, 
donc la surface est de révolution autour de 03 et nous pouvons énoncer 
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le théorème suivant : s’il existe, sur une surface analytique, un point 
régulier convexe O tel que le volume compris entre un plan sécant passant 
par O et la calotte découpée par lui ne dépende que de l'angle du plan 
sécant et du plan tangent en O, la surface est de révolution autour de la 
normale en O. Nous supposons, ainsi qu’il ressort de la démonstration, 
que la propriété relative au volume est vraie quel que soit l'angle du 
plan sécant et du plan tangent lorsque cet angle est choisi à l'intérieur 
d’un certain intervalle comprenant zéro. 


6. Ainsi donc lorsqu'une surface possède un point (R) il existe un 
groupe continu de transformations transformant la surface en elle- 
même : plus précisément ces transformations sont des déplacements 
qui permettent de faire coincider les figures correspondant à la mème 
valeur de À et à deux valeurs différentes de x; il en résulte que tous 
les éléments que nous pourrons étudier sont indépendants de « 
lorsque le point O est un point (R). Avant de rechercher si l’on peut 
caractériser les surfaces de révolution par des propriétés correspon- 
dant à d’autres éléments de la figure, nous nous proposons de déter- 
miner des surfaces sur lesquelles existe un point régulier tel que la 
relation entre le volume V, l’angle « et le paramètre À contienne effec- 
tivement a et ait une forme particulière. Pour choisir cette forme 
nous nous laissons guider par des remarques géométriques. 

Soit (S) une surface ayant en O un point régulier où la normale 
est Oz, si la surface (S) est transformée en elle-même par un groupe 
continu d’affinités conservant le volume et maintenant invariants tous 
les points de Oz, nous pourrons faire correspondre géométriquement 
à la figure définie par les valeurs À et « des paramètres, une autre 
figure définie par i’ et « ayant même volume que la première, «’ pourra 
prendre toutes les valeurs possibles et il existera une relation entre À, 
x, Net a’. 

Un groupe d’affinités maintenant invariants les points de Oz et con- 
servant le volume est représenté par 


. cos @ 
TX — Li SINT + y, COST —— 
. sing 
(13) sing 2 
Y = — XH, cost + YaSint, 
coso 
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où 9 est un paramètre arbitraire fixe et + est la variable définissant 
les différentes transformations du groupe. Ces transformations (13) 
transforment en elles-mêmes des surfaces qui sont découpées par les 
plans perpendiculaires à Oz suivant des ellipses semblables dont les 
centres sont sur Oz, et dont les axes sont dans les plans æ03 et yOz, 
le rapport de ces axes étant tango. 

Pour simplifier les énoncés nous utiliserons l'expression surface de 
révolution affine pour désigner de telles surfaces, et nous préciserons 
l'axe Oz invariant par les transformations du groupe ainsi que la 
direction des plans des différentes ellipses. Cette notation se justifie, 
car les surfaces en question sont des transformées de surfaces de révo- 
lution par une certaine transformation affine et surtout parce qu'on 
peut les engendrer en soumettant une courbe quelconque (non située 
dans un plan parallèle à ceux des ellipses) aux transformations du 
groupe. Une telle surface a une équation de la forme 


3 —=F(x?sin® + y? cos’) 


et, comme le point O est régulier, le développement de z ne contient 
que des puissances entières de x*sin*9 + y* cos 9. 

Le plan sécant défini par les valeurs À et « des paramètres est le 
transformé, d’un certain plan contenant Ox, par la transformation (13) 


que définit la relation 


L : ; sing 
(14) — sint Sin & + COST 
cos 


cosa — 0, 


l'équation du plan correspondant passant par Ox est 


(15) s=y|2(cosasine + cose DB sina ) | 
l sin © \ 

Or le volume compris entre la surface et le plan sécant n’est pas altéré 
par cette transformation (1 3), donc le volume correspondant a la figure 
définie par A et « ne dépend que du coefficient de y dans l’équation (19). 
En tenant compte de (14) ce coefficient peut s'exprimer très simplement 


en fonction de A et de a, c’est 


2 


À[sin?o cos" o + cos? sin°0 | 


5 ’ 
sing 
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donc : sur les surfaces de révolution affine autour de Oz parallèlement 
au plan æ0y, le volume V ne dépend que du produit de la tangente de 
l'angle des plans sécant et tangent par une fonction de l'angle «. 


7. Nous dirons que le point O régulier convexe d’une surface est un 
point (R’) si le volume V ne dépend que du produit de À par une fonc- 
tion g(«); en un tel point la surface « possédera » la propriété (R’). 
L'étude géométrique du paragraphe 6 montre que les surfaces de 
révolution affine autour de la normale en O parallèlement au plan tan- 
gent possèdent la propriété (R’); réciproquement, nous allons chercher 
la condition nécessaire et suffisante pour qu’une surface possède la 
propriété (R’). 

La méthode que nous utiliserons pour chercher les points (R’) est 
la même que celle exposée plus haut en détail. Les hypothèses faites 
sur le point O nous permettent en effet d'utiliser les résultats du para- 
graphe 2; le volume V devant être une fonction de Ag(«), il faut que 
l’on puisse identifier son développement avec un développement de la 
forme ZA;A/g/(a) et la formule (6) nous donne immédiatement la 
valeur de la fonction inconnue g qui doit être 


i= 


[ cos? sin? + cos*® sin? x |? 


(on peut, bien entendu, multiplier g par une constante arbitraire sans 
rien changer au résultat). 

Nous savons que si 3 est seulement fonction de a” sin?9 + y* cos?9, 
le point O possède la propriété (R’), ce qu’il est d’ailleurs très facile de 
montrer analytiquement. En effet nous avons alors 


3 = F(2* sin*9 + y* cos) 


et l'intégrale donnant le volume devient, apres le changement de 
variables (A), 


-_ (TJ Ap? (sinuw cosa sing — cosu sine cose) dod 
V = jf | ene een ne eee = oF et) | cai cnt 


a = ’ 
V2 sing cos ® 2 sing cos 


les limites étant, pour uw, u, et u,+ 7 et pour p, o et la fonction p,(u) 
définie par 
À (sin u cosa sing — cosu sing cos®) 


I 
V2 cosg sing p 


MIE 
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done cette fonction p, ne dépend que de la valeur de 


A(sinu cosa sing — cosu sing cosp), 


et, d’après (5), p, est une fonction de 


1 


A[ sin? a cos? + cos? a sin?o |? sin (& -— Uy), 


d’où l’on déduit que le volume V est égal à une intégrale de la forme 


TE 1 
f ett dy [acinar cos? @ + cos? a sin?g)” sin (wu — a du, 
LL 


0 


dans laquelle le changement de variable wu — u, = t conduit à une 


1 


expression qui ne dépend que de À (sin? « cos’ + cos’ a sin’oŸ. 


Supposons alors démontré que l’ensemble des termes du dévelop- 
pement (1), dont le degré est inférieur à n, doit se réduire au dévelop- 
pement d’un polynome en 2 sin?9 + y” cos’9, nous pouvons écrire 


(16) s = a(x? sin?o + 7° cos*®) +...+ P(xsing, y cosp) +..., 


où P représente l’ensemble des termes de degré n. Les termes non 
écrits de degré inférieur à n ne donneront dans V que des quantités 
ayant la forme voulue; le premier terme de V qui pourra empêcher 
l'identification avec un développement ZA;\/g/(«) doit contenir P. 

Après le changement de variables (A), l'intersection de la surface (16) 
et du plan sécant est définie par l'expression de ¢ en fonction deu; pour 
simplifier l'écriture nous posons 


= sin u cosa sing — COS 4 sina COSY, 


alors on a, pour représenter cette intersection, 


V2 AS ~,,_, P(cosu, sin uw) S’— 
(17) On Ur sing cos? HET a sin”— @ cost 1 
les termes non écrits sont de degré, en A, supérieur à 7 — 1 ou bien 
sont tels que les coefficients de 7’ sont indépendants de u et p supé- 
rieur ou égal à 2. ; 

Le volume V est donné par l'intégrale 


par Hu | re aot p+?P(cosu, sin) 
Uy 


2 sing cos@ 3/2 sing COS ® 8 (7 + >) Vo’ 


196 PIERRE BOOS. 


où p doit être remplacé par la valeur (17) et u, par la valeur indiquée 


au paragraphe 2. 
On démontre comme plus haut (p. 187) que le premier terme du 
développement de V qui n’est pas le produit d’une constante par une 


1 
puissance de A[ cos? sin?9 + sin? cos*o]* est de degré n + 2(en À) 
et a pour expression 


n+2 
A+? 4 B(cos? x sin?g + sin*æ cos*@) * 
1 XF Sn+2P (cos u, sin u) y | 
re a mic in Cha ih 
| (n + 2)a"**sing cos sin’*? 9 cos"+? 9 iy 


ou B désigne une certaine constante, nulle si est impair. 

En tenant compte de (5), l’intégrale figurant dans l’expression ci- 
dessus se transforme et le premier terme de V qui peut empécher 
l'identification souhaitée est égal finalement a 


n +2 
| sin? cos®o + cos’ a sin?g | ? 
(ra + 2)an+? sin+5@ cos"+39 


fg 


Il faut done déterminer la fonction P(cosu, sinw) par la condition que 
l'intégrale 


L. +? 


ally +R 
sin"+?(u — u,) P(cosu, sinu) du | ; 


ay + 
| sin”**(u— u,) P(cosu, sinu) du, 
Uo 
soit indépendante de «. Mais on a 
ang 


t 
lang a = lang u, tango, donc uç— arc tang 
ta ang 


et l'intégrale ne pourra être indépendante de a que si elle est indépen- 
dante de uw, et pour cela il faut ($ 5) que le polynome P(cosu, sinu) 


Lh 


soit identiquement nul si nest Up pate of A D d)(cos?u + sin? uw)? 
si z est pair. 

Il est donc nécessaire que tous les termes de (16) soient de degré 
pair et représentent le développement d'une somme de puissances 


KO, Pas TR 
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de æ*sin°o + y?cos’o. Donc : une surface est de révolution affine 
autour de la normale en un point régulier O, parallèlement au plan tan- 
gent en ce point, si le volume compris entre un plan sécant passant par O 
et la calotte qu'il découpe ne dépend que du produit de la tangente de 
l'angle des plans sécant et tangent en O par une fonction du paramètre 
qui fixe la position du plan sécant autour de la normale en O. 

Par exemple les six sommets d’un ellipsoide sont des points (R’); 
si l’ellipsoide est de révolution, les deux sommets situés sur l’axe sont 


des points (R) et tous les points du parallèle médian sont des 
points (R’). 


CHAPITRE II. 


AUTRES PROPRIETES DES POINTS (R) er (R’). roivrs (R’). 


8. Nous avons déjà remarqué que tous les éléments attachés à la 
figure qui nous occupe sont indépendants de « lorsque le point O est 
un point (R), puisque le groupe des transformations qui font coincider 
une figure particulière avec une autre, correspondant à la même valeur 
de À, est un groupe de déplacements. Par contre, le groupe des trans- 
formations qui transforment en elles-mêmes les surfaces ayant un 
point (R’) ne conserve invariants que certains des éléments que nous 
pouvons consKlérer et ces éléments seuls nous conduiront à des 
propriétés intéressantes simples pour les points (R’). 

En premier lieu l’aire de la calotte n’est pas conservée par les trans- 
formations affines (13) et par suite nous n’étudierons à son sujet que 
le problème suivant : existe-t-il des points tels que l’aire de la calotte 
ne dépende que de à et non pas de A? 11 suffit qu’un point soit un 
point (R) pour qu’il jouisse de la propriété envisagée ici. 

La valeur de cette aire est égale à l’intégrale 


; 705 \? Oz \? 
San a We dx dy’, 
I Vv = Ga) (a) 


étendue au domaine @ défini au paragraphe 2. Nous effectuons le 
changement de variables (A) et nous cherchons un développement de 
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l'aire en fonction de À; pour que le point O possède la propriété 
étudiée, tous les coefficients du développement ainsi trouvé doivent 
étre indépendants de a. Aprés ce changement de variables, l’intégrale 
donnant l’aire devient 


ff? + p'a?(sin?® cos’ u + cos? sin?u) +... dodu 
2 sing cos 


et, par suite, on a 


Ug tT - 
0 du 2 4 
afl ats [Fe Fo} 
= 2 Sin ® cos 2 4 


les termes non écrits sont, en o, de degré supérieur ou égal a 4 et il 
faut remplacer dans cette expression 9 par (4) et w, par la valeur 
définie au paragraphe 2. On trouve ainsi 


vals A? (sin? cos? + cos? sin* 9) 
4 a? sin*o cos'o 

ce premier terme nous montre que l'aire & ne peut être indépendante 

de a que si le point O est un ombilic. 

Nous savons qu'il suffit que le point O soit un point (R) pour que & 
soit indépendante de x. Montrons, comme au paragraphe 4, que la 
condition suffisante est aussi nécessaire. Soit n le degré le plus bas des 
termes de (1) tels que le polynome P(z, y) qui les représente tous ne 


soit pas le produit d’une constante par (æ°+ y?)*, alors s admet le 
développement (7) et les termes de degré inférieur à n dans ce déve- 
loppement donnent dans & des éléments indépendants de «. Après le 


changement de variables le développement de V1 + 37 + z2 devient 


+...+ ano"P(cosu, sinu) +..., 


où les termes non écrits sont indépendants de uw et de degré supérieur 
à 2, ou bien sont de degré supérieur an. On a donc 


A+ iT p- 
2 a? 4 an n+? 
a= | [e+ SP at —“F— P(cosu, sinw) + du, 
hs 2 8 n+ 2 


où l'on doit remplacer ¢ par le développement (8). L’aire en question 


eu 
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admet donc un développement suivant les puissances de 4 et les 
premiers termes de ce développement sont indépendants de a; le 
terme de degré n (en A) est le premier qui puisse dépendre de « et ila 
pour coefficient, à une constante additive près. 


, 2 \2+1 are 
(9) (2) if’ sin” (u — a) P(cosu, sinw) du. 
x 


a 


Il faut donc pour que l'aire soit indépendante de « que l'intégrale 
ci-dessus soit elle-même indépendante de a, or cette intégrale est 
égale à l'intégrale (12) correspondant aj — o, donc elle ne peut être 
indépendante de « que si tous les coefficients du polynome P mis sous 
la forme (10) sont nuls (a, excepté) jusqu’à ceux dont l'indice est 
égal à l’exposant de sin(u — «) dans l'intégrale; on voit donc que, ici 
encore, le polynome P doit être identiquement nul si n est impair ou 
égal au produit d’une constante par une puissance de a? + y? sin est 
pair; par suite le point O est nécessairement un point (R). 


9. Nous nous proposons maintenant d'étudier des éléments inva- 
riants par les transformations du groupe (13) et qui par suite 
dépendront seulement du produit de À par une fonction de x lorsque le 
point O sera un point (R’), cette fonction de « est d’ailleurs nécessaire- 


1 
ment | cos?o sin? + cos’asin’o |. Les transformations du groupe (13) 
maintiennent inyariantes les aires situées dans un plan perpendicu- 
laire à Oz, par suite la projection sur le plan tangent en O de l’inter- 
section de la surface et du plan sécant limite une aire qui est 
indépendante de ?. lorsque le point O est un point (R) et qui dépend 
1 


seulement de A| cos’ osin*?« + sin? cos? «]* lorsque O est un point (R’). 
Il est très facile de montrer que cette propriété est caractéristique en 


étudiant l’intégrale double faxdr étendue au domaine (A. 


Les transformations (13) maintiennent invariants les points de Oz. 
done aussi les longueurs sur cet axe, et ceci nous invite à envisager un 
élément nouveau de notre figure : nous appelons hauteur de la calotte 
la plus grande distance au plan sécant d’un point de la calotte; cette 
plus grande distance correspond à un point où le plan tangent à la 


»- 


tan, Be. Norm., (3). LIL, — Fase, 3. 
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surface est parallèle au plan sécant; or le parallélisme de deux plans 
ainsi que le contact d’un plan et de la surface se conservent par les 
transformations (13), donc aussi le point de Oz par lequel passent les 
différents plans tangents considérés pour avoir les hauteurs des calottes 
homologues par les transformations (13). Il en résulte que la projec- 
tion sur O= de la hauteur de la calotte ne doit dépendre, lorsque le 
point est un point (R’), que du produit de À par une fonction de «. Ces 
remarques géométriques nous ont également conduit à prendre comme 
paramètre, au lieu de l’angle du plan sécant et du plan tangent en O, 
cette projection de la hauteur de la calotte sur Oz qui est aussi la 
distance du point O au point d’intersection de Oz et du plan tangent 
paralléle au plan sécant. 

Si l’on désigne par X, Y, Z les coordonnées d’un point situé sur la 
calotte et tel que le plan tangent soit parallèle au plan sécant, ces 
quantités X, Y, Z doivent vérifier le système 


OFX. Y)=— À sin, 
Ox 

. (18) ds 
og ter Y)=  /.cosa, 


et X, Y, Z doivent tendre vers O en mème temps que /. 
La hauteur de la calotte est la distance du point (X, Y, Z) au plan 
sécant, donc cette hauteur est 


1 


A=[72( Ycosx - \sinx)— Z}(i+ 22) ©. 


Orsile pointO est un point(R’), = est une fonction F(a? sin?9 + y*cos?z 
et par suite le système (18) devient 


q * + à ë sing 
2X singF’( \* sin?g + Y* cos*g) = — } ’ 
sing 
Hit hotly bby k . cosa 
2 Ÿ coso F'(X2 sin?y + Y?cos?o) =A A 
cos 


ce qui prouve que X*sin*2+ Y*cos*o ne dépend que du produit 
1 4 

Z(C0s"2sin"?+sinxcos"?) (on le voit en ajoutant les deux équa- 

(ions membre à membre après les avoir élevées au carré) donc Z ne 


dépend que de 2 (cos? Sin? + sin? x cos? 2); de mème en multipliant 


RC. 
De . 
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a : ; ~ sing Aas : 
la première équation par — X ae et en l’ajoutant membre à membre 


au produit dela seconde par =, on démontre que A[Ycos« — X sing | 
1 

ne dépend aussi que de-A[cos?« sin?9 + sin? cos?o |. Donc le numé- 

rateur de A est bien seulement fonction du produit de À par une fonc- 

tion de «, ainsi que nous l’avions remarqué géométriquement car ce 

numérateur n'est autre que la projection de la hauteur de la calotte 

sur Oz. 

Il est très facile de démontrer que cette propriété est caractéristique 
des points (R) et (R’). En effet le système (18) nous fournit immédia- 
tement les premiers termes des développements de X et de Y suivant 
les puissances de À, on trouve 


sina Nr, cos 
= + .... Y =1—— + .... 
2a sin?°o 2a COS? 9 


on en déduit Z, d’où le numérateur de A qui est 


NI EN sin? a cos? + cos? à sin?® 
A — 2 
3 {a sin?o cos?.o 


Donc pour que A, soit indépendant de «, il faut que O soit un 
ombilic; pour que A, soit fonction du produit de À par une fonc- 


1 

lion g(a), cette dernière doit être [ cos? asin’ + sin*acos’oF. 

Comme il suffit que le point-O soit un point-(R) ou un point (R’) 
pour que A, ait la forme voulue, nous supposons que les premiers 
termes de s sont conformes à la condition suffisante (c’est-à-dire sont 
des puissances de a? sin?9 + y? cos’®) et que les termes de degré n 
sont les premiers qui ne vérifient pas cette condition. Nous étudions 
simultanément le cas où A, est fonction de Ag(a) et celui où A, (et 
aussi A) est indépendant de «, car il suffit dans ce dernier cas de 
supposer 9 = 7/4 d’après la condition trouvée pour le premier terme 
du développement de =. 

Soit alors 


; PRN 4 ch yk inks cote, =| 
Bie SIN) COS OY LE Gif ey Seo COM OE 


h 
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en désignant par b,, des constantes; le système (18) nous donne 
aisément les développements de X et de Y 


k sin/—1 m—k 
5 . sing 1)* sin a” COs a 
X = oOo + An k Die k A CE à m—k Wee 
2a sin*9 = 2" a sin*o cos”—*o 
Ft ot nk m—k—1 
cosa . (— 1)*—' sin* a cos a 
r et . ss .. 
Yours) shinee ah fibre > (m — k)b,x a an sinke cos”—Fo #: 


- 2 
24 COS 9 


les termes non écrits sont de degré (en A) supérieur am —1 ou bien 
correspondent aux termes de = qui vérifient la condition suffisante. 
Le développement de Z s’en déduit tres facilement, d’où 


A A? (sin? a wre sie hed art (— 1)4-'sin‘a cos™—* a Ae 
A = — | ——— oats t tte bet arog ae TRI PPL ER": 4 Sins 
' ha\sin?o  costo, À ei we ds sinfo cos”—*o 


expression dans laquelle les termes non écrits correspondent aux 
termes de z qui vérifient la condition suffisante, ou bien sont de degré 
supérieur à m. Il est donc nécessaire que 


m 


Zhi — vk sink cosy cos” {x sin”—*g = A (sin? xcos*y + cos*% sin*o )?. 


A étant une constante; il en résulte que les termes de degré nx doivent 
constituer le développement d’une puissance de +? sin?o + y? cos*o 
si nest pair; sin est impair, ils doivent être identiquement nuls, cela 


Pek . (D; T . : . 
est évident si 2 est différent de 7; puisque le premier membre est un 
1 = 
. : : , + 
polynome et le second est irrationnel; si 2 est égal à 7, le premier 
i ‘ fi 
membre de degré impair dépend sûrement de x s’il n'est pas identi- 


quement nul. Donc le point O doit être un point (R’) sig 7; ou un 
; 4 


point (R) si z estégal à 


=i 


Nous avons remarqué au début du paragraphe précédent que les 
plans tangents, voisins du plan tangent en O, qui se déduisent de l’un 
d'eux par les transformations (13), coupent l’axe Os en un même 
point; on constate que ces plans tangents touchent la surface en des 
points qui ont mème cote, puisque les transformations (13) maintien- 
nent invariante la cote d’un point. Done si une surface est de révolu- 
tion affine autour de Oz parallèlement au plan tangent en O, un cone 


#° 
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circonscrit ayant pour sommet un point de Oz (voisin de 0) touche la 
surface suivant une courbe plane dont le plan est parallèle au plan 
tangent en O (‘). 

Cette propriété caractérise les points (R) ou (R’). En effet nous 
pouvons représenter la surface au voisinage de O par l'équation 


=a (ax? sin*® + y* cos?) + La, (x? sin? + 97 cos?g)’” + P(x sing, » cosg)+..., 


où l’on désigne par P le polynome homogène de degré x qui groupe les 
termes de plus bas degré dont l’ensemble n’est pas une puissance 
de æ*sin*o + y*cos*g. Un plan tangent voisin du plan tangent en 0 
touche la surface en un point dont les coordonnées x, y, 3 sont toutes 
trois voisines de zéro et ilrencontre l’axe Oz en un point dont la cote K 
est déterminée par la relation 


(19) K=—a(x*sin?o + y? cos?g) — É(2p —1)a,(rsin*o + y*cos*9 


— (n —1)P(xsin, y cosp) +.... 


Nous représenterons sous la forme 


cos ue SB 5 


: —_—— 7 
V2 cos ® 


B 2 fF 
a 2 sing 
les coordonnées x et y du point de contact d’un plan tangent mene par 
un point M de Oz, alors la cote = de ce point de contact est 


z oft 


: ar ase 7 ene 
BE — + > P + == P(cos5, sin Eur 


3 al \/ 2? 


Soit —au2 la cote du point M (west petit et tend vers zéro quand M 
tend vers 0); nous pourrons déterminer le développement de r suivant 
les puissances de w en fonction du paramètre 3 figurant dans les 
expressions de x et de y, il suffit pour cela de faire K——4au 
dans (19) et de déterminer r par la méthode des coefficients indéter- 


minés; on obtient 
— I =1 21 
(20) puit es oe — Picos 5: sin 5) +..., 
a\2 

| ote el — a aE 

(1) Il s'agit d’un cone qui enveloppe des plans tangents tendant vers le plan tangent 
en O lorsque le sommet du cône tend vers 0 et nous supposons toujours que le point O 
est un point régulier convexe de la surface. 


14 
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d’où l’on déduit que la cote du point de contact est 


(21) s=ap?+...t+np"P(cosB, sinf)+..., 


les termes non écrits sont de degré supérieur à n ou bien correspondent 
aux termes vérifiant la condition suffisante et sont alors indépendants 
de 8. Pour que le point O possède la propriété cherchée, il faut que z 
conserve la même valeur quel que soit 8 et qu’il en soit ainsi pour 
toutes les valeurs de x, donc les coefficients du développement (21) 


doivent être tous indépendants de B et par suite il faut que P(cosB, sin) 
soit identique à une constante. Cela exige que le polynome 


P(æsin®, y cos®) soit identiquement nul si n est impair ou qu'il soit 


identique à a,(a? sin? + y? cos?o)* si n est pair. Donc la surface est 
de révolution affine autour de Oz parallélement au plan tangent en O. 
Remarquons que nous arrivons à la même conclusion si nous sup- 
posons simplement que les cônes circonscrits ayant leurs sommets 
sur O3 touchent la surface suivant des courbes planes parallèles (sans 
supposer comme plus haut que les plans de ces courbes sont parallèles 
au plan tangent en O). En effet il faut alors pouvoir trouver des coeffi- 
cients À, B, C, D indépendants de 3 tels qu'il existe entre les coordon- 
nées du point de contact du plan tangent une relation de la forme 


Au + By + Cs + D —o, 


qui doit être vérifiée quel que soit 3 et de plus les coefficients A, B, C 
doivent être les produits d'une même fonction de x par des constantes; 
on peut donc, en modifiant la valeur de D, supposer que A, B, C sont 
des constantes (indépendantes de 3 et de u.). Le premier membre de 
la relation peut être développé suivant les puissances de u. et tous les 
coefficients doivent être identiquement nuls. En posant 


D=d,+ pd,+ pid,+.... 
il vient 


hn eer : 
COS D sin 2 
HB u 


9 —- + p?[...)=0; 


dala - + 

sing cos 
cela exige que A et B soient nuls et les plans des courbes de contact 
doivent être parallèles au plan tangent en O ; nous sommes donc ramené 
à l'étude précédente. Cela est d’ailleurs évident géométriquement, 
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11. Dans le paragraphe qui précède nous n’avons eu nullement 
besoin de supposer les axes rectangulaires pour effectuer les différents 
calculs; si nous supposons que OË et On coincident avec Ox et Ov 
et que le nouvel axe Of est défini par ses cosinus directeurs 7, j, # 
relativement à Owxys, le plan tangent en £, 7,74 la surface représentée 
par l’équation <= f(E, n) est défini par une équation de la même 
forme que plus haut et la distance du point O au point de rencontre 
de ce plan avec OC est 7—Ef; — nf, Par suite il est naturel, pour 
étudier les cônes circonscrits à la surface lorsque leurs sommets sont 
sur une droite (D) passant par O et ayant pour cosinus directeurs 2, /, 
k, de prendre pour axes Ow, Oy et cette droite (D). La surface est 
alors représentée en coordonnées obliques par une équation de la 
même forme que (1) et la recherche du point de contact d’un plan 
tangent passant par le point M de (D) ayant pour coordonnées O, O, 
— au s'effectue exactement comme dans le cas particulier où la 
droite (D) est normale à la surface. Donc : s'il existe une droite (D) 
passant par un point régulier convexe, O, d’une surface analytique telle 
que les cônes circonscrits ayant leurs sommets sur (D) touchent la surface 
suivant des courbes planes situées dans des plans parallèles, l'équation de 
la surface doit être de la forme 


Le fe sinig en eos" y 


nous dirons que la surface est de révolution af fine autour de la droite (D) 
parallélement au plan tangent en O et que le point O est un point (R"). 
Cette appellation généralise celle que nous avons introduite plus 
haut. Par exemple tous les points d’un ellipsoide sont des points (R”) 
relativement à la droite joignant ce point au centre de la surface. 

Le paramètre OM que nous avons été amené à choisir nous permettra 
d'obtenir des propriétés intéressantes du volume V lorsque la surface 
possède en O l’une des propriétés (R), (R’) ou (R’). En effet les sur- 
faces ayant un point (R’) admettent un groupe de transformations 
affines de déterminant 1 qui les transforment en elles-mèmes. Ces 
transformations conservent les volumes compris entre un plan et la 
surface et conservent le point d’intersection d’un plan avec l'axe de 
révolution affine. Nous voyons donc géométriquement que si un 
point O est un point (R”) [les points (R’) et (R) ne sont que des 
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points (R”) particuliers], le volume compris entre un plan sécant et la 


calotte qu'il découpe ne dépend que de la distance du point 0 au 


point d’intersection de l'axe et du plan tangent, parallèle au plan 
sécant. Il n’est guère simple d'introduire l’angle des plans sécant et 
tangent en O pour déterminer le plan sécant, à cause de l'obliquité 
des axes, pourtant nous utiliserons encore l'équation du plan sécant 
mise sous la forme (2), étant entendu que dans le cas général (pour les 
points R”) le paramètre À ne représente plus la tangente de l'angle des 
plans. 


12. Cette propriété que nous venons de remarquer est-elle une pro- 
priété caractéristique des surfaces de révolution affine? Conservons 
dans le plan tangent les axes Ox et Oy précédemment employés 
et prenons comme axe Oz, en général oblique, la droite (D). 
Soit OM — — au? la cote du point d’intersection de (D) et du plan 
tangent arbitraire (Q) qui nous permet de définir le plan sécant et par 
suite de construire la figure étudiée. Nous déterminons le plan (Q) 
en lui imposant la condition de toucher la surface en un point d’un 
certain plan arbitraire (II) passant par Oz; soit y —ætangtange 
l'équation de (II) (8 est arbitraire). 

Lorsque x et 8 sont donnés, le plan tangent est parfaitement 
déterminé et par suite le plan sécant qui lui est parallèle et passepar O; 
nous écrivons l’équation de ce plan sécant sous la forme (2) et les 
quantités À et « sont déterminées en fonction de pu et de 8. 

Si les axes sont rectangulaires nous aurons le volume compris entre 
le plan sécant et la calotte qu’il découpe par une application des résul- 
tats des paragraphes 2 et 7. Si la droite (D) sur laquelle se déplace M 
n’est pas la normale, nous pouvons appeler E, y, C, les coordonnées du 
point (x, y, 3) lorsqu'on rapporte la surface aux axes rectangulaires 
Ow, Oy et la normale à la surface. Le volume d'un domaine quelconque 


de l’espace est égal à l'intégrale triple | dédrd£ étendue au 
domaine en question, ce qui par un changement de variables se ramène 
ak fi] dx dy dz. Finalement nous aurons à effectuer les même calculs 


que la droite (D) soit ou non normale à la surface et il suffira, pour 


- — te 
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avoir le volume de multiplier la valeur des intégrales par le cosinus 
directeur #. 

| 1” 5 Ù A , A ' 

La cote z d’un point de la surface peut être représentée par le déve- 

A L ° . 
loppement (16) où l’on suppose toujours que les termes non écrits ont 
un degré supérieur a7 ou bien sont des puissances dex’ sin’9+ y’cos’9. 
‘ 


Le plan tangent (Q) est défini par les valeurs, en son point de contact, 


à Os t 0s ; mon : 
Serine et le plan sécant qui lui est paralléle est représente par 


LE Oz Oz 
ee): 


dont les coefficients peuvent être développés suivant les puissances 
de r (développements qui dépendent de B), par suite, en tenant compte 
de (20), suivant les puissances de y. Nous avons pour calculer les 
quantités À et « qui figurent dans l’équation (2) le système suivant : 


l'équation 
Z 


J Tees 
cs | cosa — Vaarsin cose +...+ cos92 2 ra1P,,(cosB, sin) +... 
fn—1 


2 


— sina =\/2arcoshsing+...+sing2 ? 17 P,(cos5, sin 3)+.... 


dans lequel nous désignons par P..(¢, #) et P,,(, w) les dérivées 
partielles de P(¢, sv). 

Nous voyons donc que 4a*psin*?cos*? est le premier terme du 
développement de ?(cos? a sin?? + sin*æcos*®); par suite le premier 
terme du développement, suivant les puissances de y, du volume V 
cherché, est le produit par le cosinus directeur # [ de (D) relativement 


Ta 5 =” . . ; 
7% u' quiest bien indépendante de 3. 
sin29 : 


Pour que le point O possède la propriété que nous désirons il faut 
que tous les coefficients du développement de V suivant les puissances 
de u soient indépendants de 3 et nous savons qu'il suffit pour cela 
que la surface soit de révolution affine autour de (D). Donc les termes 
non écrits dans (16) vérifient une condition suffisante quand leur degre 
estinférieur an, si bien que le calcul du premier terme de V qui peut 
dépendre de 5 doit faire intervenir le polynome P; ce premier terme 
est donc, en x, de degré n+ 2. 

Ann. Ec. Norm., (3), LUM, — Fasc. 3. 28 

14% 


à la normale en O]de la quantité 


= been 
ns = +: 
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Pour simplifier l’écriture nous posons 
1 
L= (cos? sin?@ + cos? 9 sin? a)? cos7! 9 sin! 9. 


‘ 


Cela étant, les relations (22) nous donnent facilement 


an 
WL? vatrt+...+2 %nar"P(cosG, sinB)-+..., 


donc, d'après (20), 


Lt fatpt+...t+ fap" P( cosh, sing)+..., 


où les termes non écrits sont indépendants de 3 ou sont, en p, de 
degré supérieur à n. D'autre part nous savons que le volume V est 
alors représenté par le développement 


VAL AL: 
k _" 32a*sing cosg 
jase Ln? SO 


| ARE RIRES TETE sin’**( a — uy) P( cosa, smaubdiets 
(n + 2)a"+?sino cos® 
ly 


dans lequel les termes non écrits sont en À de degré supérieur à 7 + » 
ou bien sont tels que les coefficients de X’L/ sont des constantes 
(p étant d’ailleurs supérieur à 4). 

Dans l'intégrale précédente 4, est déterminé par la relation 


(23) lang 4, lang 9 = lang x. 


qui nous donne immédiatement 


tang 44, = — 


nwt gk A Tk 
tangs +...) d'ou = oe = Be) 


par suite le coefficient de y? dans le développement de V/é sera, à 
une constante additive près provenant des premiers termes de 3, 


7 P(cos5, sin 5) DURS [ ” sin“+t{ p SOS : T 
RTS rit rt COS | 5 — = t'), Der L 
sing cos n+2 J. sing cose (5 37 dis P gd tf 


el nous devons déterminer P pour que l’expression ci-dessus soit 
indépendante de 3. 


Autrement dit, nous devons chercher des fonctions /(w), ayant la 
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forme (10), vérifiant les conditions indiquées au paragraphe 5, telles que 


T / 
Rta 2. fs mz f(5) — sine f(6— 3 +0) 
à 42 3 

soit indépendant de 3. Il suffit évidemment que f soit une constante, 
mais ce n’est pas nécessaire. 

| En dérivant cette expression (24) par rapport à 3 nous n'avons pu 
simplifier beaucoup les conditions imposées et nous avons du calculer 
la valeur de (24) en fonction des coefficients a, et b, de f(8). Pour 
cela nous complétons le tableau des intégrales définies données au 
paragraphe 5 par les intégrales suivantes dont les valeurs s’obtiennent 
à l’aide des formules d’Euler : 


= 

f sint”+! ¢sin[ (ay + D (6+ %)| at Se (— ri CHI, cost af + 112%; 
€ 

a sin?! tcos[(2f +1) (t+ #1] dt — rom Cl, sin (27 +02, 
0 
f sin?”#{ cos27 ({ + a) dt= T2" 1)/ Ch, cos 2j 2, 


En 


T 
{ sin?” ¢sin2/(t + a) d= 72" (— Cf sina/ 2, 
0 
j est inférieur ou égal am. 

Nous pouvons alors calculer la valeur d’une expression (24) corres- 
pondant à une fonction f(u) qui a pour expression 


Acos(n -2p)u+Bsin(n—2plu, 
on obtient 


ye | 


n+2 


(25) neue spy iain np 6) [as 
et par suite nous pouvons étudier la fonction de f définie par (24) 
lorsque / est représentée par le polynome de Fourier (10), puisque les 
indices de tous les coefficients de (10) ont la même parité que n. 

Si n est impair f(z) peut s’écrire 


u—t 
2 


> l'an COS Nr ERA buap SNUR — 2PIU Sy 


p= 
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donc l'expression (24) prend la valeur 


n—1 
2 


n+2 


à het 
a - ‘ ig : rs a) Br nr 
= {ann cos(n — 2p)5 + bpp sin(n - THE + 


p=û 
c'est donc un polynome de Fourier qui ne peut être indépendant de 3 
qu’à la condition que tous ses coefficients soient nuls (puisqu’aucun 
des termes ci-dessus n’est indépendant de 5, n étant impair). Donc 


P+A 


: CL : te : 
tous les coefficients de f(u), dont l'indice est tel que 1 — = ne soit 


pas nul, doivent être nuls. C'est-à-dire que tous les coefficients de f (u) 
doivent être nuls à l’exception de ceux qui correspondent à p=o, 
puisque ces derniers, seuls, disparaissent de l'expression (24). Les 
coefficients a, et b, peuvent donc être choisis arbitrairement et eux 
seuls peuvent l'être. 

Si n est pair nous avons de même 


f(u) ar {Anap COS(R — 2p) U + bh_,,sin(n —2plu)} 
p=0 
et l'expression (24) devient, en désignant par D une certaine 
constante 


, ~pa-t 


: C 
D+r > {a,_.,cos(n — 2p) 6 + ba—,sin(n —"3p}5 \[T - = 
> | n—2p COS ( Pip 127 SIN ( PY?) es! 


p= 


ce qui ne peut être indépendant de 8 qu’à la condition de donner la 
valeur o à tous les coefficients a et b dont l'indice est différent de zéro 
et iel que n+ 2 — C,;, ne soit pas nul. Par conséquent le polynome 
de Fourier / doit être identique à a, + A cos nu + B sin nu, quel que 
soit m pair ou impair, mais a, est nul si n est impair. 

Il en résulte que la considération de ce terme en p."*? dans V, ne nous 
prouve pas que la condition suffisante est nécessaire. Il suffit en effet 
que le polynome P(¢, w) ait une expression de la forme suivante pour 
que ce terme soit indépendant de 8 


n ear 
»(4) E(—) 
\ » (1 /C2/ pu?) yt +B > te 1/C2/*1 pi? it writ 


i=0 j=0 


nes 


fe 
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expression à laquelle on doit ajouter le produit de («?+4?Ÿ par 
une constante arbitraire a, si n est pair. 


13. Puisque la condition suffisante n’est peut-être pas nécessaire, il 
nous faut chercher s’il existe une surface possédant la propriété 
désirée, telle que le polynome P correspondant ait la forme ci-dessus 
où À et B ne seraient pas nuls. Pour cela nous déterminerons Îles 
polynomes homogènes de degré supérieur à n qui figurent dans le 
développement de =. 

Soit donc 


3 —=a(z?sino + 9? cos ®) +...+ P(using, » coso) + EX,(xsin®, y coso), 


où X, désigne un polynome homogène de degré g (supérieur à 7) et 
où P est le polynome trouvé ci-dessus, les termes non écrits sont des 
puissances de (a? sin? 9 + y? cos’9). ‘ 

Nous calculerons le volume en fonction de u et il faudra pousser le 
développement de V/k jusqu’aux termes qui nous permettront de 
déterminer successivement les polynomes X. Or un polynome X, est 
tel que la fonction X,(cosu, sinw) soit identique à un polynome de 
Fourier ne contenant que des termes dont l’ordre est inférieur ou égal 


_à get de même parité que g. Le calcul du paragraphe précédent nous 


apprend aussi que le premier coefficient de V/# dans lequel intervient 
le polynome X, est celui de 7°? et dans ce coefficient figurent seule- 
ment, parmi les coefficients inconnus du polynome de Fourier cherché, 
ceux dont l’ordre est inférieur ou égal ag — 2. 

En déterminant successivement les polynomes X à partir de celui 
d'indice n +1, nous aurons à chaque détermination deux constantes 
arbitraires nouvelles (ou 3 si le polynome X est de degré pair mais la 
constante additive correspondant à la puissance de x* sin? 9 + y* cos’ 
ne modifie en rien les calculs effectués plus loin). La détermination 
des coefficients du polynome X, (mis sous forme de polynome de 
Fourier) ne sera possible que si les autres éléments du coefficient 
de u’*? dans V/k forment eux-mêmes un polynome de Fourier ne 
contenant que des termes d'ordre inférieur ou égal à g -— 2 et de même 
parité que q. 

Dans ce paragraphe nous nous proposons de montrer que la déter- 
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mination de X, est possible lorsque q est inférieur à 2» —2. Nous 
ne ferons pas la détermination complete de ces polynomes, car le calcul 
est long (et sans grand intérêt) même dans le cas où g=n- 2. 
En premier lieu nous déterminons l’équation du plan sécant mené 
par O parallèlement au plan (Q) en fonction de y. et du paramètre B. 
Pour cela nous devons compléter les calculs des paragraphes précé- 
dents. La cote du point de rencontre de O3 et du plan tangent au 
point æ, y, = est donnée par 
(26) K = -— apt?=— a(xt sing + )? cos*g) +...—(n —1) P(e sing, » cose) 


- Ziq —1)X,(x sing, » coso), 


où les termes non écrits sont des puissances de 2* sin*9 + y* cos*9. 
Les abscisse et ordonnée du point de contact du plan (Q) étant encore 
représentées en fonction de 8 par les expressions (B), on a, pour 
déterminer 7 en fonction de u. et de 3, la relation 


» 
+ 7) 4 


7 a — > 
(27) -ape=—a ease, Un à PD *P —2(q—wUri2a *X,, 


où les termes non écrits sont indépendants de 3. Dès lors le dévelop- 
pement de r en fonction de u est de la forme 


Masques eue! Site) P(cos6, sinS) + Xp Y,,. 
an : 

Les coefficients de ce développement s’obtiennent par la méthode 
des coefficients indéterminés. La détermination de Y,, conduit à une 
expression linéaire en fonction des polynomes X et P tant que l’on n'a 
pas à faire intervenir dans 7* le carré du premier terme qui dépend 
de 3 (par l'intermédiaire de P ; ce terme est de degré n — 1}, ni dansr” 
un terme dont le coefficient dépend de 5. Donc, pour toutes les puis- 
sances de inférieures à 27 — 3, les coefficients Y,, seront des fonctions 
linéaires des différents polynomes X d'indice inférieur ou égal à » + 1: 
le coefficient de y?" * fera intervenir P?. On en conclut que tous les 
coefficients des puissances 2” dans le développement de r sont iden- 
tiques à des polynomes de Fourier dont l'ordre est m+1 tant que m 
est inférieur à 2n—3; mais le coefficient de y?"-* contient deux 
termes d'ordre 27 qui proviennent de P? tandis que le polynome X 
inconnu qui figure dans ce même coefficient de u2"-" n’est que 


noeud 
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d’ordre 2n — 2. Il est donc probable que nous serons arrêté dans la 
détermination des polynomes X lors du calcul du terme en v.?" de V}#. 

Des remarques précédentes et du développement (27) nous dédui- 
sons que r admet le développement 


= (nm — 1) P( cos, sin5) 


(28) TS poy Deuil = 
ay/? 
24?\ 2 a\? 


dans lequel les termes non écrits sont de trois catégories différentes : 
ou bien ils sont de degré supérieur à 2n — 3, ou bien leurs coefficients 
sont des constantes et leur degré supérieur à 2, ou bien leurs coeffi- 
cients sont des polynomes de Fourier dont l’ordre dépasse d’une unité 
le degré m (supérieur ou égal à 2) de 4, mais dans ces polynomes de 
Fourier les seuls termes d'ordre le plus élevé (m + 1) proviennent du 
polynome X,,,, non déterminé par l'étude des termes de V/& dont le 
degré est inférieur à m—+3; en effet les ordres des polynomes de 
Fourier croissent avec leurs indices et les seuls qui figurent dans le 
coefficient de w” dans (28) sont d'indice inférieur ou égal à #1 +1. 

Le développement (28) nous donnant l’expression de 7, nous 
pouvons, pour utiliser les calculs des premiers paragraphes, écrire 
l'équation du plan tangent sous la forme (>) alors À et « sont déter- 
minés par le système 

: oe 
}cosa ry 2asing cosy +..+r'—'» ? cosy Pi. cos, sin 3) 


1 


= ’ 


PET LUN OX ATOS, sin 5). 
ul) 
sine —r\2acos$sino +...+7"19 ? sineP,, | cos 3, sin3) 
14 


+ Ypo 2 sing Nj). (cos 6.-sin 6). 


dans lequel X, . et X, . représentent les dérivées partielles du polv- 
nome homogène X,(«, 1), done X, . et À, sont de degré g — 1 ct le 
polynome de Fourier identique à X,, (cos 3, sin3) est d'ordre gq -1. 
Les termes non éctits dans (29) correspondent à des puissances 
de a? sin?g+.y?cos’9 figurant dans =. Nous ajoutons membre à 
membre les deux équations (29) après les avoir multipliées respecti- 
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vement par (cosp)~' et (sinp)-' puis élevées au carré. Nous obtenons 
ainsi 


4—n 


ALi—o2atrt+...+ naPr'at +...+ rm i[(an—0)o "ax, a +... | +... 
dans cette expression les termes non écrits sont indépendants de ÿ et 
de degré supérieur à 2, ou bien sont de degré supérieur à n et leur 
coefficient est un polynome de Fourier dont l’ordre est égal au degré 
de r, ou bien sont de degré supérieur à 27 — 2. On vérifie ces affirma- 
tions en tenant compte des remarques sur les ordres de X,, ,, et de X,,,; 
notons encore que dans les termes de degré m inférieur à 2n — 2, les 
seuls éléments d'ordre m du polynome de Fourier coefficient de r” 
proviennent du polynome X,,,. 
En tenant compte de (28) nous obtenons 


(30) APL?= haty?+...+ hap" P -...4+ p*[4aX,,_, (nt 1) P*] +... 


où les termes non écrits sont de trois catégories, ils correspondent à 
des puissances de x?sin*o + y?cos’®, ou bien ils sont de degré m 
supérieur à n et leur coefficient est un polynome de Fourier d’ordre m 
dont les termes d'ordre le plus élevé proviennent exclusivement du 
polynome X,, (sim<2n—2), ou bien ils sont de degré supérieur 
a2n—2. 

D'autre part des relations (29) et de la relation (23) on déduit 


ye 


, sin P;(cos5, sinf) -- cos P,.(cos5, sinG) 
tang“, = — <A ae LAS 


\2"a sin?G 


d'où, en tenant compte de (28), 


tif sin 6 Pi, — cos6 P;. 
‘= D oe snd ee ee ee 
2 24 

Mais nous connaissons l'expression du polynome P (elle est donnée 
à la fin du paragraphe 12, à une puissance de 6? + 45 près si n est pair), 
ce qui nous permet de calculer P' et P'.. On trouve 


P, (cos5, sinS)=n|Acos(n —1)5 + Bsin(n -1)5] 
P(cos$, sin3)=n[— Asin(n — 15 + Beos(n —1)5] (}: 


————————_———————————__—___———_______——— 


(1) On peut obtenir ces formules en utilisant les propriétés des polynomes harmo- 
niques (A —7B) (v= faye, 


os 
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les termes provenant de la puissance de 6? + w* qui doit être ajoutée, 

dans le cas où P est de degré pair, ne modifient pas le calcul ultérieur. 
Nous pouvons donc déterminer le développement de uw, en fonction 

de { et de B en faisant intervenir les constantes arbitraires A et B du 

polynome P 

(31) PT arr = Ces ed i ees 


2 2a 


14. Nous devons maintenant prolonger les développements donnés 
précédemment pour obtenir le volume V. Le produit de ce volume 
par 4! sing cosy est égal à l'intégrale suivante (nous désignons tou- 
jours par la lettre S l'expression sinu cosa sing — cosu sina cos?): 


fiz __ ap? __ p#?P(cosu, sinu) Toys X,(cosu, sinu) ae 
MAS ne Seq 5h10 (Cah (q+ 2)V29 | 


où l’on doit remplacer ¢ par la fonction de wu qui représente l’inter- 
section de la surface avec le plan sécant défini par (2). Cette fonc- 
tion p(u) est déterminée par 


£2 =? 
fic lat = p+...+p"t2 ?P(cosu, sin u) +S) prt2 > X,(cosu, sini); 
Vasingcose 2 
et l’on obtient, par la méthode des coefficients indéterminés, 


V22S Ant Sn—1\/2 P(cosu, sin) Pe 
SS se ee ee © 
P= asin p coso a” sin’! @ cos"—! @ 


}2n—3 S2n—3 [unes / 8 Nes ; | 5 dl 


2S eee 
as sin?" 9 cos 2n—3 p a? 1 a? 


(32) 


où les termes non écrits sont tels que le coefficient de À”S"' est indé- 
pendant de u et m est alors supérieur à 2, ou bien ce coefficient est 
identique à un polynome de Fourier d'ordre m-+1 et mest supérieur 
à n (les seuls termes d'ordre m—+1 dans le coefficient en question 
proviennent du polynome X d'indice égal à m+1) ou enfin les termes 
non écrits sont de degré supérieur à 27 — 5. 

Après remplacement de ¢ par (32) dans l'intégrale donnant le 


volume, nous sommes conduit à intégrer des expressions ayant la 


Ann. Ec. Norm., (3), LIM. — Fasc. 3. 29 
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forme [8 f(u) du où f(u) est un polynome de Fourier d'ordre 


m — 2, lorsque m est inférieur à 2n et supérieur à, 7 + 2, et les seuls 
termes d'ordre m— 2 proviennent du polynome X,,_.. Les intégrales 
définies calculées précédemment nous montrent que 


Ug+T 
if Sn f(u) du = L" g(w), 
où la fonction g(,) est un polynome de Fourier dont l’ordre est égal 
à m—2 et les seuls termes d'ordre m—2 proviennent du poly- 
nome X,, .. 

Les remarques faites sur les ordres des polynomes de Fourier figu- 
rant dans les coefficients des différents développements que nous avons 
calculés et le calcul du paragraphe 12 nous montrent que les rempla- 
cements de L par sa valeur tirée de (30) et de w, par sa valeur (31) 
donneront un développement suivant les puissances de w tel que le 
coefficient de vu." soit un polynome de Fourier en 8 d'ordre m — 4; par 
suite il sera possible de déterminer de proche en proche les coefficients 
des polynomes de Fourier identiques aux X, (et ces polynomes dépen- 
dront de deux ou trois arbitraires suivant que g est impair ou pair) et 
nous calculerons le développement de z tant que nous ne considérons 
dans V que des termes de degré, en x, inférieur a 27. 


15. Qu’arrive-t-il si nous étudions maintenant le terme de degré 27 
du développement de V/A? Ce terme a pour coefficient un polynome de 
Fourier qui ne contient comme inconnus que des coefficients d’ordre 
inférieur ou égal à 2n — 4 et nous allons voir qu'il y figure des termes 
d'ordre 2n. Pour que ce coefficient soit indépendant de 8 il faudra 
donc annuler les coefficients de ces termes d’ordre 2n. 

Nous distinguons deux cas suivant la parité de n pour tenir compte 
des changements d’expression de certaines intégrales. Supposons 
d’abord x pair. Soit n = 2m, nous trouvons alors 
Vsingcosg mL: 
tas Si 324 


Wot po . on 
mn Lin f P?(cosu, sinw) sin?”(u — uy) du ae 
u 


qr 


A cosnu, + Bsinnu, sh 


+ 2 
21 2 art 


(33) 


ne pie Lee T (— air 


— 
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les termes non écrits ne peuvent, d'après ce que nous avons dit, 
donner aucun élément d'ordre 2n dans le coefficient de 2". Nous 
avons conservé, pour simplifier l'écriture, l’expression P? mais les 
seuls termes de ce polynome qui nous intéressent sont ceux d’ordre 27; 
ils ont pour valeur 


cos2 nu + AB sin2nu. 


Il faut maintenant remplacer dans (33) L par son expression tirée 
de (30) et wo par (31). Les seuls éléments d’ordre 2 que nous 
obtenons dans le coefficient de u? sont: 


ia — n*) P?(cosB, sin), 


mT h* L* 


rovenan eee 
P t de 32 a? ? 


fe : J ime) ene 5 
= sq tt + 2)P (cos, sinB) — eet [A sinn6 — BcosnG}, 


provenant du terme en L’*?A"*? dans (30); 


e a cos2nf6 + AB sinonG |, 


a 
provenant du terme en L?* de (30); par suite, lorsque 7 est pair le 


coefficient de x?" dans le développement de V contient les termes 
d’ordre 27 suivants : 


eee A?—- B? é 
ray 2n +3) | = co2n8 + ABsinang | 


et ils ne peuvent disparaitre de l’expression de V qu’à la condition que A 
et B soient tous deux nuls, si bien que le polynome P doit se réduire 
au produit d’une constante par une puissance de 2 sin*o + y* cos*o. 

Si nous supposons que 7 est impair, soit n = 2m + 1, le coefficient 
de A”*? dans la formule (33) est seul modifié et l’on a alors 


Re. mL rtl ie Asinnu,+ Bcosnu, | 
yer j G a+? qu? re 


Vsingcoso _ TA tL‘. 
k _ 3243 


Ug th 
22 MEME P?(cosu, sinw) sin?*(u — u,) du +...; 


Uy 
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les seuls termes d’ordre 2n figurant dans le coefficient de ae du déve- 
loppement de V/k sont encore 


2 


Z(t an+3)| = cosanB-+ABsinang |, 


4 


4 


ce qui exige A et B nuls. 

En résumé : S'il existe une droite D, passant par un point régulier O 
convexe d’une surface analytique, telle que le volume compris entre un 
plan sécant passant par O et la calotte qu’il découpe’ ne dépende que de la 
distance du point O au point d’intersection de D et du plan tangent 
parallèle au plan sécant, la surface est de révolution affine autour de D 
parallélement au plan tangent en O. Si la droite D est normale a la 
surface, le point O est un point (R’) ou un point (R). 


REMARQUES. 


16. Pour déterminer le polynome P(x, y) tel que l’intégrale(g) ou 
l’intégrale (9°) soit indépendante de « nous pouvions utiliser le procédé 
indiqué au paragraphe 5 en vue d'obtenir les coefficients de ce poly- 
nome P. 

Soit en effet 


(34) P(x, y)= >) apæryr.r, 

p=0 
l'expression du polynome P; les intégrales (9) et (9’) deviennent 
respectivement 


; 142 
LT 
was 


(35) ] J=0 
an 


4 vy A+T | 
J— 3 (—1)"-/C}, cos/x sin > anf sin’—/+/ wcos"—/+? udu \, 
f=0 po S | 


+3 
a 


Ss Aa+7T | 
(—1)"-/ Ci, cos/asin"+2—/ x >, ap sin’-?'+/ wcos"—/+?+2 udu | 


Pp=0 


les intégrales qui figurent dans les expressions ci-dessus sont indé- 
pendantes de x et elles peuvent être calculées par des procédés élémen- 


A 


Tea 
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taires, en utilisant les formules 


X+T it Ci! 
18 sin?”—24 y cos**u du = —— Cl, =! (Mar =O). 
x 


Seen ees CL 


Les expressions (35) sont donc des polynomes homogènes en sina 
et cosa, ayant pour degré n + 2 oun, dont on connait tous les coeffi- 
cients en fonction linéaire des a,. Or, pour qu’un polynome homo- 
gène en sing et cosa soit indépendant de «, il est nécessaire que le 
polynome soit identiquement nul si son degré est impair ou qu'il soit 
identique au produit d’une constante par une puissance de sin?a-+-cos’% 
si son degré est pair. Nous connaissons donc la forme que doivent 
avoir les expressions (35) pour que (9) ou (9') soit indépendant de a 
et par suite nous avonsn+30un+1 équations linéaires pour déter- 
miner les n +1 coefficients inconnus de (34). Ces équations sont 
homogènes si n est impair, leurs seconds membres sont alternative- 
ment nuls ou égaux au produit des coefficients du binome par une 
méme constante arbitraire si 7 est pair. | 

Ainsi que nous l'avons déjà signalé, la difficulté que présente ce 
procédé provient de la complication des déterminants des systèmes 
linéaires trouvés. Dans le cas de l'expression J (nous avons alors autant 
d'équations que d’inconnues) le système se décompose en deux autres 
comprenant chacun seulement des coefficients a, d’une même parité ; 
nous obtenons ainsi, en examinant les deux hypothèses sur la parité 
de n, quatre déterminants symétriques dont les éléments situés sur 
une parallèle à la diagonale principale sont égaux. Si lon écrit 
n—2m#1oun— 2m suivant la parité de n, trois des déterminants 
sont d'ordre m + 1, le quatrième s'obtient en supprimant la dernière 
ligne et la dernière colonne du troisième (les deux premiers corres- 
pondent au cas où 7 est impair). Il suffit donc de connaître les éléments 
de la première ligne des trois premiers déterminants pour pouvoir les 
écrire; on trouve que!’élément de la première ligne etde la colonne +1 
a pour expression dans les déterminants d’ordre m +1 


Tn] m+) BUS 2 ie. 
Con’ Co Cor 


——— 3} See = ; 
TWN domn+2) 221 
| GC; mes C CL 
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Nous n’avons pas pu montrer directement que ces déterminants ne sont 
pas nuls, mais la démonstration donnée plus haut de la forme nécessaire 
de la fonction P, nous prouve indirectement que les systèmes d’équa- 
tions linéaires que nous venons de trouver n’admettent qu'une solution 
unique (la solution nulle ou bien une solution dépendant du paramètre 
par lequel peuvent être multipliés tous les seconds membres), par 
conséquent tous les déterminants rencontrés dans l’étude de l’expres- 
sion J sont différents de o. 

De plus, la connaissance de la solution unique nous permet d'écrire, 
lorsque n est pair (et égal à 2m), m + 1 relations auxquelles doivent 
satisfaire les coefficients du développement de (1 + x)” en considérant 
le système provenant de J et m + 2 relations en considérant le système 
provenant de I. 


Ces relations sont 


D 


y cs m—j+p—t m— 
(36) Ci D CP Omer — 92m Os) (0 <j =< wi: 
— 


ae ; 
j m (2m —2)j+2p —1 “2m—1 
Ch Cire Ci m-4 


2j m+p— 
(39 ) Coma Cc? Cr J 22: 92m Cri: 
C/ > =e 


os — OST IR LT): 
+4 reat 25 ree (£J 
p=0 

Lorsque l’on donne a7 la valeur m la relation (36) est encore vraie à 
condition de remplacer par 1 le terme qui correspond à p = o, de même 
la relation (37) subsiste lorsqu'on donne à la valeur »m+ 1 à condition 
de remplacer par 1 le terme du premier membre qui correspond 
ap =o; | 

Le même procédé pourrait aussi être utilisé pour déterminer le 


polynome P dans l'étude faite au paragraphe 12. Il faut alors que 
l'expression 


(38) r P(cosB, sing) — af 


; T 
n+2 a . 
eg hire C — 6 + =) P(cosu, sinu) du 
sr 


soit indépendante de 3. Or, si l’on écrit P sous la forme 


P(cos@, sin6) = Za, sin’ 3 cos"—7 6, 
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cette expression (38) devient 


n 
T > ag sin? B cos”—7 B 
g—0 
n+2 


ml 
En Ha > | sin/fB cos"**/B Ci,» D a [ 


sin?+/ u cos?”+2—-7—/ u du; 


j=0 q=0 gills 


À oy 


Nous savons d’autre part que P vérifie la condition imposée à (38) 
lorsqu'il est une puissance de æ*+ y? et (38) a alors une valeur 
constante non nulle, ou bien lorsque le polynome P correspond a la 
forme indiquée a la fin du paragraphe 12 et (38) est alors identique- 
ment nulle quelle que soit la parité de n. Ceci nous permet d’obtenir 
de nouvelles relations auxquelles doivent satisfaire les coefficients du 
binome. 


Nous aurons par exemple 


27 n 7 
Ca Canes a (= 1)7 C29 Cy À 


a Sze abe 2) n Ca? 
q=9 


(39) (=1)y(Cy— CY) = 


quand on donne à j une valeur quelconque comprise entre o et E(n/2), 
cette limite comprise. De méme 
n—1 
r() 


Ce Ce C: Ces 
/ pif Cl Cea! pe AD eS > =) a se 
vo) (=H far! DATE 4 2) BALE Cet 


y= 


c 4 I 
lorsque l'on a 0 <j£E(- ): 
Si l’on donne à j la valeur o dans l’une ou l’autre de ces relations, 
leur forme est légèrement modifiée; on obtient 


(2) 10) 


n+2 


DRE 


ue D (2 1 )9 C9 sons — ot" DE (— 1) C4 LEE 


y=? 
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qui correspond à (39), et 


— 


T+ 


Chea (— 1) I )7 C27+1 C? 
7 ont au C2+2 


21+1 


qui correspond à (40). 

Nous avons signalé ces relations qui peuvent se rencontrer dans 
d’autres études où l’utilisation des polynomes de Fourier ne serait pas 
possible. Il serait intéressant de démontrer directement les rela- 


tions (39) et (40). 


UN PROBLEME DE DIFFRACTION 


Par M. J. DELSARTE, 


Professeur à la Faculté des Sciences de Nancy. 


INTRODUCTION. 


Les problèmes de diffraction, tels qu'ils sont posés par la théorie 
électromagnétique de la lumière, se ramènent à certains problèmes 
aux limites relatifs aux équations linéaires hyperboliques du second 
ordre. Si, dans un but de simplification, on suppose que les corps 
diffractants sont des écrans infiniment minces, on est conduit à des 
problèmes mixtes hyperboliques extérieurs, lesquels relèvent de pro- 
cédés classiques; c’est ainsi que Sommerfeld a pu traiter compleé- 
tement (') de la diffraction par un demi-plan indéfini dans le cas de 
l’équation des ondes sphériques. Si, au contraire, on donne aux corps 
diffractants des dimensions finies, on est conduit à un problème de 
Cauchy hyperbolique, dans tout l'espace, pour une équation ou un 
système d'équations, dont les coefficients sont discontinus sur cer- 
taines surfaces, la solution étant assujettie à remplir certaines condi- 
tions de continuité à la traversée de ces surfaces. 

Une étude systématique de ce genre de question reste encore à 
faire; le présent Mémoire n’est que l'examen d’un cas particulier fort 
simple. 

CORRE CAP PR pe Ne de un, ses ion De 

(1) SommeaFeLp, Wathem. Ann. Bd. 47, p. 317. 1896 et Zeitschr. f. Math. uw. Phys. 
Bd. 46, p. 11. 1901. $ 

Ann. Ee. Norm., (3), LUT — Fasc. 3. 
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~ Nous ferons tout de suite une remarque importante : les physiciens 
recherchent avec prédilection, dans tous ces problèmes, les solutions 
stationnaires, c’est-à-dire périodiques et sinusoidales par rapport au 
temps; ils y trouvent de nombreux avantages, et d’abord celui de la 
simplicité, puisqu’on substitue ainsi a des équations hyperboliques a 
quatre variables, des équations elliptiques a trois variables; de plus, 
on évite la difficulté provenant du fait que les milieux traversés sont 
dispersifs, difficulté qui empécherait en toute rigueur, d’écrire les 
équations de Maxwell sous leur forme classique et qui conduirait à les 
remplacer par des équations intégrales ; enfin il est bien naturel de 
penser que cette substitution est conforme à la nature des choses, 
car l’état initial d’un phénomène vibratoire est physiquement assez 
mal défini, tandis que sa fréquence principale et ses harmoniques sont 
des choses sur lesquelles il n’y a, expérimentalement, aucun doute. 

Il faut cependant reconnaitre que, lorsqu'il s’agit de problèmes 
extérieurs, une telle simplification n’est pas légitime, elle n’est même 
pas faisable. C’est ainsi, par exemple, que l’équation des ondes sphe- 
riques devient, quand on y remplace la fonction inconnue par 
TY Oe ARE DY sil 

Au + = u= 0, 

où V désigne la vitesse de propagation; on sait que, pour cette équa- 
tion, les problèmes extérieurs, qu'ils soient de Dirichlet ou de 
Neumann, sont indéterminés, la régularité à l'infini ne permettant 
pas de choisir la solution. Or, que les problèmes soient extérieurs, ou 
plutôt, qu'ils intéressent tout l’espace, c’est un fait constant en théorie 
de Maxwell. Il est donc tout à fait nécessaire de passer par le biais du 
problème de Cauchy, en se CARRE naturellement à négliger la 
dispersion (*). 


(1) Malgré cette difficulté, certains auteurs n’ont pas craint de rechercher les solutions 
stationnaires dans des problèmes de diffraction par des corps non-infiniment minces 
(diffraction par une sphère). Ils ont été naturellement conduits à choisir les solutions 
extérieures en faisant appel à des considérations fort diseutables, telles que le compor- 
tement des solutions pour des valeurs imaginaires des coordonnées. Voir, en particulier, 
J. Mig, Ann. Physik, (4), Bd. 25, 1908, S. 377; P. DeBye, Ann. Physik, (4); Bd. 30, 
1909, S. 57. 
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C’est ce que nous faisons ci-dessous. 

Nous supposons l’espace divisé en deux régions 1 et 2, par un plan 
indéfini : nous traitons successivement le problème de la diffraction 
par ce plan indéfini, pour l’équation scalaire de propagation des ondes 
sphériques et pour le système des équations de Maxwell. 

Dans le premier cas, la vitesse de propagation prend des valeurs 
distinctes dans les régions À et 2 : nous cherchons une solution 
continue ainsi que toutes ses dérivées premières dans tout l’espace, 
connaissant les données de Cauchy, c’est-à-dire les valeurs de la fonc- 
tion inconnue et de sa première dérivée par rapport au temps à l'ins- 
tant initial. Il est naturel de prendre comme inconnue auxiliaire la 
valeur prise, à tout instant, par la fonction inconnue dans le plan 
diffractant; la résolution de deux problèmes mixtes hyperboliques 
donne alors la fonction inconnue dans les régions 1 et 2 : en écrivant 
la continuité de la dérivée normale de cette fonction à la traversée du 
plan diffractant, on est conduit à l'équation intégro-différentielle dont 
l’inconnue auxiliaire est solution. On trouvera l’exposé de ces calculs 
dans le Chapitre I. 

La résolution de cette équation intégro-différentielle fait la matière 
du Chapitre II; il se trouve que malgré son assez grande complexité, 
cette équation peut être intégrée en termes finis; cela tient à ce que 
l'opérateur auquel la fonction inconnue est soumise, dans cette équa- 
tion, admet le groupe des translations dans le plan diffractant; il fait 
alors partie d’une classe d'opérateurs linéaires permutables, ce qui 
facilite beaucoup son inversion. 

Le troisième chapitre est consacré à l'étude du même problème, au 
point de vue de la théorie de Maxwell. On rencontre ici des difficultés 
tres inattendues. Désignons par ¢,, &, fu, Yo, respectivement, les 
constantes diélectriques (pouvoir inducteur), et magnétiques (perméa- 
bilité), des milieux 1 et 2; nous supposons que ces milieux ne sont 
pas conducteurs. Nous nous donnons les conditions initiales de 
Cauchy dans tout l’espace et nous nous imposons les conditions de 
. continuité maxwelliennes à la traversée du plan diffractant, a savoir : 
continuité des composantes tangentielles des champs électrique et 
magnétique, continuité des composantes normales des inductions 
électrique et magnétique. On prend des inconnues auxiliaires qui 
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sont les composantes du champ électrique paralléles au plan de sépa- 
ration des deux milieux; la résolution de problèmes mixtes hyperbo- 
liques donne les champs dans tout l’espace, en écrivant les conditions 
de continuité on est conduit a deux équations intégro-différentielles 
permettant de déterminer les inconnues auxiliaires. Comme dans le 
cas précédent et pour les mêmes raisons, ces équations, quoique 
compliquées, sont susceptibles de transformations simples: on les 
réduit en effet à trois équations aux dérivées partielles portant sépa- 
rément sur trois fonctions inconnues, ces fonctions n'étant d’ailleurs 
pas indépendantes; voici ces équations 


Cr PRE ES El LÉ | ®F sos ar 
(alla st LE oc) pa Beeb (Era fe tm rss 


\ 


2° fus Of 1 (€ DANCE f 
ne Ge 3 -2( =) eme 
ms. BE Ba) LOy? Os] cm p/ OF Sap: 
I I og Og 1 /& Es Pe he DEL 
Ce (3 a) ke ss | CE" (= vi “+ att, QU = D): 


Les seconds membres sont connus, les fonctions /, g, F sont nulles 
ainsi que leurs dérivées premières par rapport au temps, pour {= 0. 
La détermination des inconnues se fera donc par des procédés clas- 
siques si les équations (a), (b), (ec) sont hyperboliques; au contraire 
le problème sera impossible si l’une au moins de ces équations est 
elliptique. Une discussion facile montre que la première éventualité 
se produit pour 

KR — (pi — Pe) (8 — &) 0. 


1 ° Q pp 
C'est au contraire la seconde qui se rencontre pour # positif. 


Il est permis de penser que le même phénomène se reproduira pour 
des corps diffractants de forme quelconque. Nous nous croyons donc 
autorisé à dire que la théorie de Maxwell conduit, lorsqu'on applique 
à des questions de diffraction, à des problèmes mal posés, en enten- 


dant cette expression dans le sens que lui ont donné Poincaré et 
M. Hadamard. 


L * 4 , . . 
Peut-on, d’une manière ou d’une autre, faire disparaitre cette 
grosse difficulté ? 


ud 
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| On peut d’abord remarquer que nous n’avons traité qu'un cas 
limite, celui des corps infiniment résistants; peut-être l’introduction 
des conductibilités des milieux 1 et 2 feraient-elles disparaitre cette 
circonstance génante. Nous pensons revenir ultérieurement sur le cas 
des milieux conducteurs. 


Au point de vue physique, on peut dire aussi qu’on a l'habitude 
dans toutes ces questions de propagation lumineuse, de prendre 
Wu; = to = 15 ceci paraît en effet fort légitime puisque, sauf pour les 
corps ferro-magnétiques, auxquels ne s'applique plus la théorie de 
Maxwell, la perméabilité magnétique ne diffère de l’unité que de 
quelques millionièmes; de fait, pour cette valeur de p, et Ys, F est 
nul et il n’ya plus de difficulté. On doit cependant objecter que ce 
qui importe, c’est le signe de #; cette quantité est petite, mais elle a 
un signe déterminé, d’ailleurs variable suivant les milieux 1 et 2, 
comme le montre le tableau suivant (') : 


le 2. k.108, 
Glycerine... . c,h cern eres Acétone +1,2 
DR ee Chloroforme +0,4 
Pcl WSs bos hese eee Benzene —1,6 

DORA rer DE Éther 2910 


Nous pensons donc que la difficulté subsiste entière et qu'on n'est, 
en aucune facon, autorisé à considérer que la solution, pour & positif 
et très petit, est infiniment voisine de la solution pour # =o, cela 
précisément parce que la nature profonde du problème change pour 
cette dernière valeur de £. 

Les conclusions essentielles de ce travail ont été publiées aux 
Comptes rendus de l’Académie des Sciences les 9 et 23 mars 1936. 


(4) Ces données numériques nous ont élé communiquées par M. Félix Esclangon. 
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CHAPITRE I. 


MISE EN EQUATION. 


4. Le probléme que nous nous proposons d’étudier est le suivant : 


Déterminer une fonction u(x; y; 3; ¢) par les conditions que voici : 


a. Conditions indéfinies : 


(1) Ox? + Oy? = Oz? F1 w? PTE 0 pour T Es 0; 
0? lt 0? lu 0? u I 2 | 
(2) da OF Oe wo OF =o pour æ<o; 


les variables x, y, z prennent toutes les valeurs réelles, ¢ prend toutes 
les valeurs réelles positives ou nulles, la fonction w est continue ainsi 
que toutes ses dérivées premières pour l’ensemble de ces valeurs. 


b. Conditions aux limites : 


} 

(Ohms; sss 0) == ala; 4:23) EXC] his v: sl 
ot 1—0 

Nous prendrons une inconnue auxiliaire 


VOS eu (59%, 8:10) 


représentant les valeurs prises par la fonction wu dans le plan æ —0, 
pour les valeurs positives du temps t; les concordances 


) 
(4) æ«(0;7;5)=Y(y;5;0); rois] 2600; y: 2) 


sont supposées remplies ; enfin nous désignerons par 1 et 2 les régions 
où la coordonnée x est respectivement positive ou négative. La déter- 
mination de w dans chacune de ces régions s'obtient, lorsqu'on 
regarde y comme connue, par la résolution d’un problème mixte clas- 
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sique. Dans la région 4 par exemple, on a (') 
(5) u(x}; y; 5; t) 
=— . me x a Dt es 
mae Eat = =) as are bos 3;0;/o20— 2 | 
Te fee sa | ‘ Lun k 
+22 J Tor Ny art oe via 


Yo 
I wes 
ig f Mix — ot; y; 2; o,t/1— | da 


4 
— ie M,| Aw, t — x; y; 53 otV1— a] dd 


0 


Ao 
+t fi Mifz— ot; y;5; o,tV1— me] dd 
—1 


ai 
—t x Milhoit— x; y; 5; o,tV1— 2] dd 
À 


0 


À 

; 0 —— 

tet f Vie 55° Mole — Aout; V5 By WV 1 —} | dh 
—1 


1 
PS nies Be Pant? 
= otf VIF Mol hot — 2; y; 3: w,t V1 — a | da 
do 
À 
L 0 
2 otf A Mile — ot; 73; 55 it Vi =] 
—1 


1 0 G ‘ 
sont f A= Molo, t— a; y; 3; w,1V1— WJ da , 


0 


où l’on a posé 


27 
1 : 
(6) N(y; 5; Ge f YY + pcos?; s+ psing; t) dy; 
* 0 
I 27 
(7) Ma (as xe 5; =f a(x; y+pcoso; 5+ psing) dy; 
0 
I 27 
(8) Mite; v3.23. )— =f B(x; y+ pcos9; 5+ sing) dg; 
0 
a 
(9) D — et hp 


(1) Pour la démonstration de cette formule, nous renvoyons à l'ouvrage fondamental 
de M. Hapamarp, Le problème de Cauchy et les équations aux dérivées partielles 
linéaires hyperboliques, IV, 1, 3, p. 156 et 157. 
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On aurait une formule analogue dans la region 2, en remplacant w, 
par w, et en changeant le signe du premier argument dans les fonc- 
tions M, et M, : il n’y a pas lieu de changer les signes des termes ou 


se trouve un = , car cette dérivation y est supposée faite par rapport 


à l’æ qui figure dans le premier argument, et non par rapport au pre- 


mier argument lui-méme. 
Nous allons former maintenant une équation intégro-différentielle 


à laquelle satisfait l’inconnue auxiliaire y(y; 3; 2) en écrivant la 


i Ou. ; 
confinuité de Je à la traversée du plan x = o. 


és + du : 
2. Plaçons-nous dans la région 1, calculons ——; nous ferons ensuite 


Ox 
tendre x vers zéro. La dérivation des termes dépendant de y donne 
: aE I 
a, tt (2 a 2)-2xb 58, 0; Vw?t— 2? | 
14 0 


Son N[ 333 0; Vo? 2 | 


1 0 LT TL j— 
+ he fraise sir] 


Ô 1: 0e 
— a0, toe .NLy; ae oVwrt— az | 


2 regs nt ae 
+38 [3 =r (1 M) REN [si aie RUE UT F | dh 


Xo 


2 I d° , =. T yo 2 
ie f. w, A! aN? pel ESF] a. 


Passons à la limite pour æ = 0; le premier et le second terme donnent 
directement 


4 St LY; 354) — NO: 533 0; cut). 

II n'y a pas de difficulté non plus pour le troisième et le cinquième 
terme : nous avons supposé en effet, pour pouvoir écrire l'expression 
précédente, que était dérivable en y et = jusqu "au quatrième ordre; 
N est alors une fonction régulière de R jusqu'au second ordre : la 


ar 
AU co 
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limite des termes envisagés se réduit dans ces conditions à 


0 
—20jt-—.N(y; 53 0; mt). 


OR 


Passons au quatrième terme; À, tend vers zéro avec x; par le chan- 
gement de variable x = Ao, ce terme s'écrit 


yt 
f site! ne belts eae 2 rè 
4 ge | os ss e— Rives] ae, 


Pa 


dont la limite est 


Ores 


0 ; DE. 
af aa rs sit +; | ae. 
: OR ef "LL p 


Le même procédé s'applique aux sixième et septième termes; ils 
tendent respectivement vers 


yl eo? p 
af P* OR? N[ yest es 0 | ao 


= ve 7 oN 1e RER. : d 
er, k P ORat : a ASS Fe 


et 


La partie dépendant de y dans l'expression de Ea s'écrit main- 
5 , % pa 0 


eS 


tenant 


eae I Ove. 
(10) — = Yel ys 53 t) — an N(¥3 3; 0; Gt) — 20,655 N(9°5 35 0; @,¢) 
4 1 


Elle est susceptible de simplification; introduisons la dérivée totale 


Ann. Ec. Norm., (3), LIT. — Fasc. 3. 31 
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de? oR à par rapport a p 


d(a | p. te tae 0? Lrisie- del 
Sian Lise 2; t= ie tae Pars 


les deux derniers termes de (10) deviennent 


W,t d | : p |} 
joes fo Se do, 
af Far QI ; 6 w,? P Pp 


et la réunion des trois derniers donne 


sk a p. 


vo 


i de pene ere le acd be 
+a f ag ae peng 
Ol 0 
=a om pis: 0 P50 lap + auton N[.¥3 33 0; @,é]; 


une réduction se produit et l’on obtient au lieu de (10) 


br: I | Fa 
(11) * LUE 5; t)— nt M,(03 9°; 53 64) 


atd,/ 0 p 
+2] om Noise £50 lap, 


compte tenu de la concordance 
M,(o; 7; 33 Of) = N(y; 3; 0; ot), 


qui est conséquence de (4). 


Ou 
. En dehors de l’expression (11), on trouve encore dans E | 
L |lr—0 


des termes connus, c’est-à-dire dépendant de « et 8; ils proviennent 
de la dérivation des intégrales qui, dans (5), portent sur M, et M,. 
Leur calcul ne présente pas la moindre difficulté, c’est pourquoi nous 
l’omettons; après quelques réductions simples on trouve pour limite 
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d Ou : we 
e 5, quand tend vers zéro par valeurs positives 


we 
Ab al) 9 Fa 
(12) d(Y:3; j= f OR No: RE a Jae — HU t) 
I 0 
+ MO: F5 S: Gt) dp M,(03 7°; 5; out) 
a 0 RER. 
+f a M lot; 7: za w,tV¥1— 2] dh- 
À 
1 Ô MT: 
+ f Fp: Maldon ts y; 5% Bey EEE ah 
0 


a! 
eee De St 
tant f ES Boag Mot; y; 3; 0,01 — 2] da 


a 2 
tet f gee M,| Aw, ¢; y: 53 ,¢/1 — a? ] 2. 
ue Ox 


Dans cette formule, les dérivées © et À sont calculées par rapport 
Ox dp 


au premier et au quatrième argument des fonctions My(x; y; 3; ¢) et 
M,(x;7;3;p). Ici encore il y a lieu de faire un certain nombre de 
simplifications : considérons la dérivée totale 


d 7) —— 
aloe M, Aw, ¢; 9°; ou meV = 7] 


= if M,| Aw, ¢; VEE: Obi = x | 


Ox 
0? —; 
=— hort M,| Aw, t3 9°; 530,61 — 2? | 
12) 


son introduction dans l'expression de à, permet d’écrire le cinquième 
et le huitième terme sous la forme 


0? 


1 
! oer a fh AE [ea : 
a (ont; 98) + out f re: Dr 0% Mot; 9 58; GutVi — À Ja; 


234 J. DELSARTE. 
et en réduisant avec le septiéme terme, on trouve 


O,l 
REX MCE 0 Pio 
S rege = yd wf or eos a — y 20e i t 
(13) d(7'; =a f ok No ; € £3 e|dp p, Ve 50) 


I 0 ; 
— M; (02e Saye = Milo: 472.52 @), À 44.0. (0), 2 ss) 
Bo )(03 9 ; 6)j \+ 0(O3 7°; 1 AUTRE 


1 
+e f fei M,[ 2.0, ¢: »'; 53 4tV1— 2? | a. 


0 
Nn od ahd è —<=<1 > 
+ oie f Hat M,| 2.0, £; 3°33 @ty1— 2? | d?.. 
Nous utiliserons encore les relations 


0 


: 2 
(14) te [ Ne Mot; 9353 004 1-- 2? | d). + ac M,(0; 9°53 53 0,6) 
0 i 


‘à 0 — — 
=. 5 JOR M,[o,\ye— Ps v: 5: ©,9 | di 


0 


et 
‘ep — I 
(15) of rr M, [ot 3 51s on EVE À] dk 4 À M,(o;y;3; cut) 
é-milis Oriole 3 iris A 
mn 74 des Le blair chan et 


que le lecteur obtiendra facilement en faisant le changement de 
variable 

92 \/'1— À. 
Elles permettent d'écrire 


Oil - J 
: Z 1 VO. 0 I 
ON NO (NS) a NA BREL EERSE — —Y,(Y5 550) 
( Ke ) of On E p do oo, Le 5 d) 


G4 : 


7) t (Pity —- a 
+ ME DT Ml ot L— A*s 955 ©; hor, t | dd 


, 


I 
+ 4 %( 6,2; 9°35 5) 
) 
1 


DL oll we 
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Ænfin nous devons encore transformer le terme en N; plaçons-nous 


Bais l’espace (y, 3, t), soit C,.,, le cercle d’équations . 


Tito;  (n—y)?+(C—2)*=p%, 
ona 


Nii ase : d 
Noise f tina JR NGisEA= Tres à ais 


Cyzto 


où l’on a pris, dans la seconde formule, la dérivée normale vers l’inté- 
rieur du cercle; l'application de la formule de Green à l'aire limitée 
par C,. dans le plan + = #, permet enfin d'écrire le premier terme de 
l'expression de à, sous la forme d’une Hu triple 


I Obey, 
ara A, ea ae oe | OA 


étendue au volume du cône de révolution l'., défini par les inégalités 


(17) o< tT <b; (n— y)?+ (€--5)?— w7(t— t??<o. 


Nous prendrons comme forme définitive de à, l'expression (16), 
l'intégrale simple en N y étant remplacée par l'intégrale triple précé- 


_dente. 


. Un calcul tout à fait semblable conduit à la valeur de la limite 
de 5 = lorsque æ tend vers zéro par valeurs négatives; on l’obtiendra 


en tn w, en w, dans 6,(y; 3; ¢) et en tenant compte du chan- 
gement v orientation de l’axe des x; on trouve ainsi 


Pree À LA Pis " I Ge ie vs 
HARAS d= ames OF" | (a are ee ie 


yet 


L 
= a vit [ ee M;[—eg@Vi— dt; 7353 do, t | di 


I 
+ — a(— wb; 5 5) 
o, 


+ — aM, [= wet Va ARs yp 57 hoy Jan 


Go 


1 
— ee Se 3; do,t]di, 


15 
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le volume du cône de révolution I’}., étant défini par les inégalités 


(t7") o<t<t;  (n—y)*+($—2)?—wa(t—t)* <0. 


On est conduit à l’équation intégro-différentielle du problème en 
égalant 2, et 6,, ce qui donne 


(8) (242 )rii8i9 


tg sn ol Sta PERTE 
rt If + end a(y; eso), 
yet 


(y; 3; t) est une fonction connue. Il est commode d’intégrer cette 


équation de o à ¢ par rapport au temps; nous mettrons l|’équation 
résultant de cette opération sous la forme 


(19) M,[y]+ O:[y]=A(y; 5: 2), 


où l’on a posé 


(20) ®,[y|= . Ee 3;t) 


1 t à or Ory 2 
Frs < — Stat as 
27 0 ee C)E Ee = à | aN : 


tow i I Oy y 
27 LT, cao a eee] 
out 
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AIR A % I 
(22) Ay; 8; t= 5 alot y; 2) + al onli ys 5) 
1 0 4 
+200 f À— M,| we T— 2-3 7; 5; Aw,t] dd 
Prem 
4 à por nie 
+ aoe f AOR M,| — ott — Rs 3.35 hot] da 
; 0 
Se hee a 
+2 farm oi À; 7:33; host] aA 
1470 
izes —,; 5 
+i f A.M, [ — ott — 035 7; 35 hot] dA 


0 
VE witht ak monet os 
+ =f f 1.M,[ or VI KE; 9°35; kort | dade 
0 0 


Gi 


t 1 
+ =f i A.M,[ — ost yt — 273 73 3 Rost | d dr. 
2v0 0 
Pour t= 0, les deux membres de (19) ont pour commune valeur 


I I 
(a Sd = Jeter: 5) 


compte tenu de la premiére concordance (4). 


CHAPITRE IT. 


ÉTUDE D’UNE CLASSE D'OPÉRATEURS LINÉAIRES, 
APPLICATION A LA RÉSOLUTION DE L'ÉQUATION INTÉGRALE DU CHAPITRE PRÉCÉDENT. 


|. Considérons la classe linéaire des fonctions f(y, =; t) analy- 
tiques par rapport aux variables y et =, holomorphes au voisinage 
de y=3=09, intégrables en ¢, pour les valeurs positives suffisam- 
ment petites de cette variable, ainsi que toutes leurs dérivées par rap- 
port à y et 3. Soit L cette classe. Dans la suite, la notation A, f dési- 


gnera le laplacien 
Ve pe Dar 
f= Oy? a Oz 
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et A; f sera la suite des laplaciens successifs /, (¢ =1, 2, 3, ...), tous 
pris par rapport aux variables y et z. 
Nous envisagerons les opérateurs linéaires suivants : 


a ‘(t— rit 


(1) VAA=/; NAT Tale Wa ais ar 


0 


ils sont évidemment définis dans la classe L. Explicitons l'opérateur 
produit V;V,; on trouve successivement 


Vil fJ=s(ys 55 4); 
ie are 
iLe(y3 35 7)] =e & oa Ai-s[ f(y 35 0)] a8 


EG 


et, par une transformation classique, 


“o Lv 


D PC a) (2 — 9) 
wvin=f | CE de Mee flys 25 OL 


l'intégrale entre crochets s’évalue aisément par le changement de 
variable t= 0 + u(t — 4); elle a pour valeur 


B(2d; 27) _ (t— 6) 


ae ees ' 
bn ha (2i—1)!(27—1)! (ai +27 —1)! 


I] vient donc finalement 
(2) VV (A=V,ViAf] = Vas f]. 


Considérons maintenant une suite dénombrable de coefficients 
numériques 
yy Mas s6s By weicty 


définissant un élément de fonction analytique 


oo 


©(Z) =) x, Zi. 


t=0 


L'opérateur linéaire, défini par la série 


(3) Vf1= D Vif) 
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aun sens dans la classe L comme on le voit sans peine en se fondant 
sur les inégalités de Cauchy auxquelles satisfont les «;; la série (3) 
converge uniformément dans toute région d’holomorphie de f par 
rapport à y et z, pourvu que t soit assez petit. 

(Z) sera appelée l’indicatrice de l'opérateur Ÿ. Nous désignerons 
par (%) l’ensemble de tous ces opérateurs; certains d’entre eux 
peuvent éventuellement être étendus à des classes fonctionnelles plus 
vastes que la classe L. Ils sont deux à deux permutables; si et 36 
ont pour indicatrices respectivement ®(Z) et W(Z), l'opérateur pro- 
duit VW = 2% a pour indicatrice la fonction ®Y comme le prouve 
la relation (2). 


2. Soit M[/] Vopérateur déjà considéré dans le précédent cha- 
pitre 


(4) @[f\=- Ke 5; ¢) 


=—— Nasa ; RTE 4 | 
ef | Lf. rer ens ts Mand Le 


le volume d'intégration I’,,, étant défini par les inégalités 
(5) Ws Oita SO EES MERE w2(9 — Tr <o. 


Supposons que f(y, 3, t) appartienne a la classe L et que ¢ soit 
assez petit; évaluons l'intégrale triple étendue à IT,.-; prenons des 
coordonnées semi-polaires autour de la droite n = y; $— 3; soit 


N— y=pcosg; C= 5 =p sing; d'n dé = p do do; 


on a, par la formule de Taylor, 


ee 


SICA eines 9) cosg + (7:33; 9) sin o|, 


A [fat = 2060 = 28753; 0) + 


I 
Oe AN 206 =? 

tel: 4) cos’ o 
or i 


Hogi:(3: 33 7) cosy sing + gli 339) sin"9 | +o, 


l'intégration en 9, à p et § constants, donne par un calcul facile 


< 
mo 


Jade SO ate aa. 


2 


Ann. Ec. Norm.. (3), LUI. — Fase. 3. oy 


an| s Piss ek rere OT vi 
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ipli pa oti o deo à w(7— 9), on trouve 
multipliant par © et intégrant en ¢ ( » 


s 
2 


D Oo 239) (6 — 0) + RAC: 55 (EO) + 


a: 
2(i+1) w(t — 9) bt 
DC aso A MAS] + 


On passe ensuite à l'intégrale triple en divisant par w(t — 0)’ et en 
intégrant en 9 de o à +, ce qui donne 


ns ai [f(s €; 9)] dn dt d9 


27. paste 
1 G)7!-1 
D =f (e— 9A fis 55 0)] a9. 


Finalement nous obtenons 


af} Mar Ai[f(n; €; 0)] dn dt di} dr 


RE Faure 


1=1 


puis 
= Mavis 
avec % 
sa cé Le fe ei bi sé toi a 2 ig “(ai 3) at 
RE qui LE (&!}* 2 7 oD 4.6. -(2i—2) 27 


L'opérateur @[ f] fait donc partie de l'ensemble (%) et il a pour 
indicatrice 


: : I . Fos (21e 5) Ole 1 —~ 
( ee _— —— —————— FA ET — 6°? 2, 
ok ne) at Die woe .(20— 2) | KE ak 


=1 


L'expression (4) de cet opérateur, où l’on transforme à nouveau 
l'intégrale quadruple en intégrale double par application de la formule 
de Green, montre de plus qu'il est défini dans la classe © des fonc- 
tions (y; 3; 1) possédant des dérivées du premier ordre en y et z, 
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ces dérivées ainsi que la fonction elle-même étant intégrables en ¢, 
pour toute valeur positive de cette variable. 

3. Reprenons maintenant l’équation (19) du chapitre précédent 
(7) M,[y] + MY] =A (3 53 4), 


le second membre est connu, le premier membre est un opérateur de 
l’ensemble (%) ayant pour indicatrice 


Nm TY A Sec FS 
Vi—w?Z+ —yi-— w3Z. 
G4 Ws d 


Si la fonction inconnue (y; 3; ¢) appartient à la classe L, les opé- 
rateurs @, et @, sont permutables 
(8)  &,,(y]=@,8,[y), 


de plus les opérateurs itérés @, 0), et , D, ont respectivement pour 


indicatrices 
I I 


7.2 À 2 — Z, 
an OR 
de sorte que 
l 
@)  Amfr= S103 0 f CD Atos sd, 
5 1 0 
: t 
(10) D, P,[y| = So s;t)— f (f= 2) AL Ly ys Tt) de. 


“0 


Appliquons maintenant aux deux membres de (7) l'opérateur 
D, — D, ; tenant compte de (8), (9), (10), on trouve 


I 


D,M,[Y] — Me rI=( }r: s;t)=@,[A] —@.[A], 


I 
D? 05 
d’où résulte 


(11) 105570 2-(@,([A]— @,[A]}, 


qui est une formule de résolution de l’équation intégrale (7 ). 

Il nous reste a étendre ce procédé aux fonctions y n’appartenant 
plus a la classe L; il suffira pour cela de prouver la légitimité des for- 
mules (8), (9), (10) lorsque y est seulement telle que ces relations 


aient un sens. 
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4. Nous allons d’abord transformer l'intégrale quadruple qui se 
trouve dans @, en effectuant en premier lieu l'intégration par rapport 
à 7; fixons le point (yj; ¢; 4) en P dans l,.,; soient Mle point (y, =, 2), 
M' le point (y, z, +), M, le point de la droite MM’ qui se trouve sur la 
nappe du cône T;:, ouverte vers les t>>0; M' est compris entre M, 


et M, ona 
“dt bathe, ph 
M, (t— 9p t— 6 


e désignant la distance du point P a la droite M,M; moyennant cette 


transformation, l’intégrale quadruple devient 


> Fo, I ap (ids IP te 9 
ff, [3-75 |soecmaae 
yee 


ps AN Seg Bg Al eat De 


avec 


Le coefficient différentiel devient infini tout le long de la droite 
N=Y; : (25, 


v 


mais il n’y a de ce chef aucune. difficulté car dy, d€ = ¢ do do; il n’y en 
a pas non plus au voisinage du sommet de T'\.,. 
On peut pousser plus loin cette transformation; partons de la rela- 


‘tion 
cy 10 
fl E x 5 | 55 On &5 6) dn de as 
yat | 


0 6), I 
ye 


t 


I 


a +. fa 
+ fff TA 3 9) dn dé d5, 
yet 


effectuons l'intégration en 6 dans le premier terme en remarquant 
on I 


Ne | Sees nul sur la portion de surface conique qui limite 
partiellement le domaine I)... on trouve, en désignant par C,. l'aire 
du cercle qui achève de borner ce volume, 


x 6) FU 
sis | 5 [fens vo) dre + Da (ni 85 9) dn dÿ a8, 
en 3. pie 


—_ 
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Posons maintenant 


ip 
(12), : Sis ess j= fe pret) dz, 


alors A,[ f(y; 3; ¢)] est nul pour to, sa dérivée par rapport à ¢ 
étant A,[y(y; 5; ¢)]; la formule précédente donne en conséquence 


Gy: o= fff E es 5 | are: £:; 5)] dn dt ds 
a Whee : 


= es Ai [f(n3 €; 9)] an dt a. 
Dye 


C’est cette dernière forme de l'intégrale quadruple que nous adop- 
terons. 


Calculons maintenant A,[ g(y; 3; t)|; il est nécessaire de supposer 
ici que y possède des dérivées quatriémes en y et =, ces dérivées étant 
intégrables en t. 


Si l’on revient à l'expression de g(y, 3, t) sous forme d’intégrale 
quadruple, on voit que 


ff 
A.le(yi 53 O]= [ A,[G(y; 35 7)] dr, 
call 
un raisonnement classique donne d’ailleurs 


AGO: ss = iff 0) A.[y(n3 €; 9)] an dé a9, 
Tey 


puis, faisant de nouveau la transformation qui a permis de mettre g 
sous forme d’intégrale triple 


+ I 
A, [s(y3 3; = fff ao) A,[f(n; 6; 9)] da dg dd, 
yet 


car A,[ /(n3 €: 0)] est nul pour 8 — o et l'on a 


Aalr(ns 6 = % Alfani 55 0. 
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Soit alors, en prenant w, et Ww» positifs, 


PACE LIU = 5 1095 59 
I I gs 
LS ete 5)? A, [ f(n; €; 9)| dn dt di. 


2 TO, 
Nous avons 
A LG 55 = = ATOS 55 0] 
= I fe : de T4 dr d9 
np om Mel fens 65 9) di dd, 
puis 


®,M,[y)=4:(fiJ= = flys 3; t) 
F 1 I 
de sam A, ap EG C; 9)] dn dt di 


2 T6» 


avec 
t 
AG rr Da: FAG yes 
0 
I 
= Ate 5; t) 


af |W or (7 — 9 Ai Lf (n; €: 9)] dn dé d5\ dr, 


ou, en transformant encore l'intégrale quadruple en intégrale triple, 


7 reg: La ae Are ee = i J ry sv. 6 
Firs = JU 550) al ay LE ts € 9)] dn dt 9, 
en posant 


U 
(13) Foiso= f Srp aye) de 


De la m¢me manière 


, I 
ALL Fi ( 95 35 N= Fall Ge s; t)] 


<= fl. Aa F (ni 6; 9)] dn dé a9, 
ru ( 2h 


2 T6) 
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et finalement 


(16) Or] > YO 550 — ses 


2 TG) Ga ., 


Wl, cap A Os 01] an dt a 


I 


; I à sy * f, 
= saa, Lf, 77 Un: 6; 9)) dn dg di 


I I 
De oe 
AT 6), We Tier (i= 6)? 


| Hil. - : ; ; 
X | ——— A, [F(u; °; w)] du ds dw\ dyn dé di. 
| Ti (4 pp)? [ À )] f Y ue 


As 


Démontrer la relation (8) revient maintenant à prouver que 
expression précédente est symétrique en w, et w,; c’est le cas pour 
les trois premiers termes de cette quantité, il suffira donc de montrer 
que l'intégrale sextuple qui en forme le quatrième terme possède elle 
aussi cette propriété. C’est ce qui fera l’objet du paragraphe suivant. 


5. Le coefficient différentiel qui figure dans cette intégrale sextuple 
dépend explicitement, et d’une manière indépendante de y, des 
variables 7, ¢, 7: il est donc indiqué de commencer l'intégration par 
celles-ci. Quand le point Q de coordonnées y, €, 7 décrit le 
domaine L°., les points P, de coordonnées 4, ¢, sv restent intérieurs à 
une région de l’espace qui est I')., pour w, <w,, et l;,, pour w, >. 
Soit en tout cas F}? cette région; fixons-y le point P; Q doit alors se 
trouver dans un domaine @ qui est la partie de F}., intérieure à la 
nappe conique prolongeant la surface latérale de F!.. du côté des 
t positifs. | 

Il faut calculer 

dy dt a9 
(15) ait — 0) = WE, 


Pour faciliter le langage nous conviendrons que le plan ¢=o0 est 
horizontal; soit M le point de coordonnées y, 3, ¢; soient m et p les 
projections horizontales de M et P; dans tous les cas on a ¢24°; on 
posera t— w = h et l'on désignera par 6 la distance des points m et p, 
enfin p, et ¢, seront les coordonnées bipolaires d'un point du 


: . . 
plan to par rapport aux points p et m respectivement; si 0 est la 
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cote d’un point de l’espace, la surface latérale de I),,,, a pour équa- 
tion 5, =, (s — 9), tandis que la surface latérale de F}.,a pour équa- 
tion c,—w,(t — 4). Dans tous les cas de figure, le domaine @ se 
projette horizontalement suivant l’intérieur d’une ove dont le contour, 
projection horizontale de l'intersection de la nappe de Ty, dirigée 
vers les ¢ négatifs avec la nappe de T,.. dirigée vers les £ positifs, a 


pour équation 
Pa se Ps — 1. 


6) Os 


Comme 11 est bien connu, ce contour est une portion d’ovale de 
Descartes. 
Nous poserons dans la suite 


Sur une parallèle à l’axe des ¢ rencontrant le domaine & et dont les 
distances aux axes de I’, et T?., sont respectivement 0, et 92, la coor- 


donnée 0 varie de w + Pe, (sur Ph), à t— es, (sur F?.,); on a tou- 
1 2 ; 


), 


jours t — Ps > + Es, c’est-à-dire h2r. Un calcul élémentaire donne, 
2 1 ; 


pour valeur de l’intégrale 


f dÿ 
J (t—6)7(9 —w)? 


entre ces limites, l’expression suivante : 


(16) = 


A hk — 7 —s Ars 
RL r+ 


$)(2h--r—s) + rs) (2h —r+s) 
(2R—r-s)\(2h—-r+s)] 


+- $ 
—_ :10® 
Rs res 


D'autre part, l’élément d’aire dy d du plan =o a pour valeur en 
coordonnées bipolaires 


dy, dt = 
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ou encore, en passant aux variables ret s, 


wo} 03 (7? — s) dr ds 


(17) dn ne ° 
Vitor + Ws) 7 + (Wy @.)5)?—Gor.V/4 0? — [(@,— 2) P+ (1+) 5]? 


L'intégrale (15) s’écrit donc maintenant sous forme d’intégrale 
double 


(18) ff K(o,; 02.3 7; 5) drds, 
Ry 
où la fonction K(w, ; w,;r3s) est le produit des quantités (16) et (17); 
le point important est que : | 
(19) K (0.3 @43 By —-S) == N( 0,525 r;s). 


Il faut maintenant préciser à quel domaine du plan(7, s) est étendue 
l'intégrale (18); ceci ne peut se faire qu’en examinant les différents 
cas de figure. Ils sont au nombre de quatre, distingués par les inéga- 
lités suivantes : 


(a) 04 >> Oe} 0< 2h; 
(b) 6), > Wy Walt <0 < wh; 
(ce) 0, <= Ws; 6<w,h; 
(da) 6) LD; 6) h <3 < ah ; 


et qui correspondent aux graphiques désignés par les mèmes lettres. 
Pour ces graphiques on a pris comme plan de figure, et aussi comme 
plan vertical de projection, le plan des axes des cônes Ti. et Tr; dans 
les cas a etc, le contour apparent du domaine & est un quadrilatère, 
dans les b et d, c'est un triangle. Placons-nous par exemple dans 
l'hypothèse a et examinons la configuration du domaine plan &,. 
Pour cela reprenons l’ove qui est la projection horizontale du 
domaine &@ et tracons à l’intérieur de celle-ci les courbes sur les- 
quelles r reste constant; ces courbes peuvent étre regardées comme 
les projections horizontales des intersections de la surface latérale 
de I'?., avec les nappes coniques déduites par translations verticales 
de celle qui prolonge du côté des t positifs la surlace latérale 
de F'.., la translation étant elle-même orientée vers les ¢ positifs. On 
constate ainsi que les oves sur lesquelles r reste constant se répar- 
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tissent en deux catégories suivant que cette valeur constante est 

Cu Ô . Ô . 
comprise entre h et r, = sou bien entre 7, etr;, = =; le point p est 
1 2 © ni 1 


intérieur aux oves de la première catégorie et extérieur à celles de 
la seconde; pour r —r, on a une ove qui est la boucle intérieure d’un 
limacon de Pascal dont le point double est en p, pour r —7r, on a une 
ove réduite au point double isolé d’un autre limaçon de Pascal. 
Remarquons maintenant que les courbes s — const. du plan t=o 
peuvent étre regardées comme les projections horizontales des courbes 
d’intersection de la surface latérale de I’?,, avec les nappes coniques 
déduites par translations verticales (de signe quelconque), de celle 
qui limite latéralement l,..:; ceci permet de s’assurer que, sur une 
ove, r — const. de première catégorie, les points se répartissent en 
couples (symétriques par rapport au plan de figure), pour lesquels 
s varie de façon monotone entre les valeurs définies par les deux 
systèmes 
Prise À Pi 


G4 OR G), Oo 


Pa — pi == 0; Pi — Pe 0 
ou encore par les deux équations 


(20) L (®,— &,)r — (a + We)s — 20, 


(21) (Ga — @,)r4-(@,+ W3)s = 2 0. 


De la même manière, pour les oves de seconde catégorie, les limites 
de s sont définies par les deux systèmes 


Prey Pose Pas su Pre 


On Ws Wy Ws 


ou encore par les équations (21) et 
(22) (64 + 2) Pr + (0 — @,)s = 2 0. 


Il résulte de là que le domaine ®, a une forme trapézoidale, il est 
limité par les quatre droites (20), (21), (22) etr = h; les coefficients 
angulaires de (20) et (21) sont égaux, négatifs, supérieurs a — 1; celui 
de (22) est aussi négatif, mais inférieur à — r. Les deux points d’inter- 


bn. - 


250 J. DELSARTE. 


section de (20) et (21) avec (22) sont respectivement sur les deux 
bissectrices des axes. La figure a, représente ce domaine. 

On a des conclusions analogues dans les autres.cas ( fig. 6, c,, ds); 
R, est encore trapézoidal et limité par les mêmes droites dans le 
cas c; il est triangulaire et limité par les droites r—h; (21) 
et (22) dans le cas b, triangulaire et limité par r=h; (20) et (22) 
dans le cas d. Enfin les coefficients angulaires de (20), (21), (22) sont 
négatifs dans les cas a et 5, positifs dans les cas c et d. 

Le point à noter est le suivant : Si l’on échange w, et w., les cas a 
etc d’une part, b et d de l’autre se permutent et les domaines ®, cor- 
respondants se déduisent l’un de l’autre par symétrie par rapport à 
l'axe des r, c’est-à-dire par changement de s en —s. 

Ceci étant bien vu, l'intégrale (18) est une fonction de w, ; w, soeth 
dont l’expression varie suivant les cas de figure; on la notera 


A(643 0230; A), B(o,; 02; 4; A), Gta; fared 5), D (0,4; 2; 0; A) 


dans les cas a, b, c, d respectivement. 


Les remarques précédentes combinées avec |’équation (19) per- 
mettent d’écrire immédiatement les relations que voici : 


(23) a. déc, 5.0 96h } SE (ahs on 305 A}, 
(24) D. B(w,: 03: 6; A) = D(o,; 6,3; 0: A), 
Land. c- Co ; we: 9; A) —= Ao,: w,: d: A), 
(26) d. D'(o,: 0.3 6: kh) = B(@,; @,; 6; A). 


Arrivons-en maintenant au calcul de l'intégrale sextuple; nous 
ies 


désignerons parA!’, la différence des domaines l,. et Py.,; une fois 
effectuée l'intégration en 7, Ÿ, 9, l'intégrale sextuple s’écrira 


! [* > + 
Trois I Vo: 943.9; 2). A,| F(a; e3)| dude dw 


yet 


vee 


2 II Bompr an: 0: hy ML PCs es )] du dee 
eee Al 


re 


SUR UN PROBLEME DE DIFFRACTION. 251 


pour w, > Ws, et 


I a # be s 
———— | C(@,; 0; 0; h). A,[F (uw; 9; w)] du de dw 
l - ey Li 


=e Do, 5 25 0; h).A,[F (a; 0; )] du de dw 


pour w,< Ws. 
Supposons enfin qu’au lieu de @,@,[y] on calcule @, @.[y]; rien 


ne sera changé aux trois premiers termes du second membre de la 
formule (14); dans le quatrième terme on devra permuter w, et ws. On 
traitera cette nouvelle intégrale sextuple comme la précédente, on 


effectuera d’abord l'intégration en n, ¢, 9; la seule modification qui 
se produit est celle-ci : Lorsque les transformations que nous venons 
de faire donnent les cas de figure a, b, c, d, on se trouve en présence, 
dans le nouveau calcul, des cas de figure c, d, a, b, respectivement; 
dans ces conditions ce quatriéme terme se met sous forme d’intégrale 
triple de la maniére suivante : 


LES | | Clos: w,: 0; 1). asl Bia; eo; 1v)] du dr dw 
= Ce lis 
+ fi D(@,3 0,30; A).A,[F (us: w)]| dude du | 
= JA 


pour w: > Wa, et 


a 


nc | if A (os: ©; 0; 2). AS[ Flas; œ)] du ds dw 


Aer 


Je Bus; m1; 0; ).A,[F(u;s; w)| du did | 
Aye i 


pour w, <<. Il suffit de se reporter aux relations (23), (24), (25), 
(26) pour se convaincre que les deux intégrales sextuples figurant 
dans @.@,[y] et ®, @,[y] sont identiques. L'identité (8) est ainsi 
établie, pourvu que y ait des dérivées quatrièmes intégrables en ¢; on 
pourrait sans doute s’affranchir de cette condition en conservant, dans 
l'expression des opérateurs , et @, l'intégrale double portant sur la 
fonction N, mais sous cette forme, le calcul et les transformations 
ultérieures de @,@, deviennent assez complexes, 


17 
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6. Il nous reste maintenant à démontrer les identités (9) et (10), 
c’est-à-dire à expliciter les itérés ©,@, et @,0);; il suffit pour 
cela de terminer les calculs du précédent paragraphe en suppo- 
sant ©, = w,—w. Achevons d’abord la transformation de l'intégrale 
sextuple en intégrale triple; le volume A}2, disparait, et il reste seule- 
ment 

ro Mf, (9: h; 6).A,[F(u; sv; w)] du dv dw, 
a(w; h; 3) désignant l’expression commune des fonctions A et C qui 
sont alors identiques; le calcul direct de cette expression, par la for- 
mule (18) serait un peu compliqué, il est plus rapide de revenir à 
l’expression initiale de a(w; A; ©) sous forme d’intégrale triple, 


dn dt di 
(05 hs = fl ae a 


Le domaine est maintenant le volume compris entre deux surfaces 
coniques de révolution, égales et d’axes parallèles, à savoir I’,., et le 
prolongement vers les ¢ positifs de l.. ; il se projette horizontalement 
suivant l’intérieur d’une ellipse E d’équation 


a + Pa = he. 


Nous calculerons a(w; A; à) en intégrant d’abord à 6 constant; la 
section du domaine & par le plan horizontal de cote 9 peut avoir trois 
formes différentes : 


=: c'est un cercle dont le centre se pro- 


Le enpet der l'aire Ate RW? (0 — w)?; 


3 ; 
b. <(t+ w)+ = <9<t; c'est un cercle dont le centre se pro- 


jette en m et dont l’aire vaut nw?(t — 6)’; 


I Ô I Ô ; : 
And Sabre Ueki tes 53 la section est la partie 
commune aux deux cercles 


(Y — u)?+(Z— ¢)?= (6 — w)?, (Y—y)*+ (Z—z)?=o'(t — 6)? 


fmt 
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et l’aire de cette section vaut 


MSA rec D + w?h(t+w — 20) 
20 h à 
0? -— w?h(t +  — 26) 
OEE AA See 
+ w?(9 — w)? Arc cos TE 


Passons maintenant à l'intégration en 9; les intervalles a et b 
donnent immédiatement les contributions égales 


Tw? wh — Ô 
h wh +8 


pour évaluer la contribution de l'intervalle c, il est commode de poser 


1 


6 Lit +w)+-Ad; “ kh, 
2 2 2 


la quantité sous le signe somme devient alors 


k?— hia? 
20 k(1 — À) 
kh? + hho? 
20k(1+ À) 


8 I tht — A)? Ar 
sl Aba Ah? (1 — A)? Arc cos 
+ pathe(1+)* Are cos 


pe a hor — B) (Pe Tor | dd 


: —k, 4-k ee: : 5 ve Ae 5 
et À y varie de — a—— : une intégration par partie fait disparaitre les 


arc cos; finalement il reste 


T I x ( @? — Bie 2 
hole © — 20) 
a(o; h; LE = : (r— 22)? VA 4ow?h? 


puis, par une intégration élémentaire, 


a(w; h; 0,).== =e (wht — 6’), 
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moyennant quoi l'intégrale sextuple s'écrit 


OT "poste 3) — (n— »)°1A.[F(n: 6: 6)] dn dt di. 
mes Tap tO 6 (6 2) — (n— y)*1AL[P (ns 63 6)] a 


Il n’y a d’ailleurs aucune difficulté au sujet de l’élément infini qui se 
présente au sommet du cône. 
La formule (14) donne ensuite 


I I 
GITE S105 40-35 ff OPE Y edt Asien) aS 
yet 


x je 2(4-- G)2 
+a AC 2: où 
—(n—y)*— (§—5*)] A, [F(n; 6; 8)] dn & dô. 


Nous allons transformer cette expression afin d’aboutir aux iden- 
tités (9) et (10). On désignera dans la suite par I<., le domaine I’,., 
échancré par le plan @ = — ¢,(¢ >0), S;., sera la surface latérale du 
tronc de cône ainsi obtenu, C., sera la surface de la petite base de ce 
tronc. On a d’abord la relation suivante : 


I ra I 
(27) ao gp Al F(a; 63 an ae a 
J’ 


zt 


: I -¥, 
Say cp MF (us 6; 9)] an dx 
I 
TN fe A,[F(n;$;t—e)]dn dx 


‘ 


2 3 I 
il agp AIP (ns 85 9)] dn a d5 
yet 


= 
ie 


qui résulte de l'intégration de na FCs 6: 9)] dans T°. 
compte tenu de la nullité de F(n; €; 0) pourt =o. 


Considérons maintenant le troisième terme de l'expression précé- 
dente; en lui appliquant la formule de Green dans les plans 0 — const., 
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el 
Or 
Ex 


on le met sous la forme 


I 


3 I : 
a aa apte to 
-(n— y} —(6—2)]A[F(n; €; 0)]dn do di 


I y i 
=) J pr AL ns Ex SY] ane 
yat 
2 


ss fl AIT Gi £: 0)] dn dt dd, 


T° 
F Dé 


car A, 8° = 4, et de plus w?A? — ©? est nul sur S‘... 
Soustrayant enfin (27) de(28)ontrouve 


aap is ele tan lA ds Ol ange 


I 
7 ll. Too PAL 6; 9)| d'a dé dé 


yet 
I 


nr A [F(n; tt e)] dndt. 
Chet 


" Tw?” 


Il ne reste plus qu’à faire tendre € vers zéro pour obtenir l'identité 


Î ere UE ELU rer 
ec F 


I à I 

— — ——— "en: t: 6)ldn dt dd=—A,(F (1; 3; 4), 

at ME aah fits 61 dr (FOS 35 0) 
yet 

qui s’écrit encore 


POS — 105 a: 1) = AF C7: $3 0) 


Cette relation équivaut à (9) et (10). 


7. La résolution de l'équation intégrale (7) est chose faite; nous 
avons donc complètement traité le problème que nous posions au début 
du précédent chapitre; la formule de résolution (11) peut encore 
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s’écrire 
@), Ws 


4 La re me ee eee DA AOL 
(29) AT Negeirseragn sd. ? ) 


t Pars ’ : 
20703 rd Rae ane |a 
Hee fl if OR LU a? Pp | 
Fina La € rm ie . 
» fi Puts eit— 2s e]de | aes 


en revenant à la forme initiale des opérateurs @, et @,, et en introdui- 
sant la moyenne 


27 
Ai y; 7 t; py = A[y + pcoso; s+ psing; {| do. 

Cette nouvelle formule de résolution suppose seulement que la fonc- 
tion A possède des dérivées premières en y et = intégrables par rap- 
port au temps. Ainsi que nous le disions plus haut, il est vraisemblable 
que la méthode que nous avons suivie peut s’étendre au cas où la fonc- 
tion inconnue y ne remplit que ces conditions, évidemment minimums, 
pour que l'équation intégrale (7) ait un sens. 


CHAPITRE III. 


LE CAS DE LA THÉORIE DE MAXWELL. 


1. Dans ce chapitre nous reprenons l'étude de la diffraction par un 
plan indélini, en substituant à l'équation des ondes sphériques le sys- 
tème des équations de Maxwell. 

Le plan diffractant sera toujours pris pour plan yQz, il sépare 
l'espace en deux régions : la région 1 pour x positif et la région 2 
pour x négatif. ¢, et 1, seront respectivement la constante diélec- 
trique et la perméabilité magnétique du milieu 1, ¢, et x, seront les 
mêmes quantités pour la région 2; ces deux milieux sont supposés non 
conducteurs; on a l'habitude en théorie électro-magnétique de la 
lumière de prendre alors égale à l'unité la perméabilité magnétique, 
l'erreur ainsi commise étant de l'ordre de un millionième; cependant, 
dans le cas présent, il y a intérêt, comme nous le faisons, à distinguer 
l’une de l’autre les valeurs de cette quantité pour les milieux 1 et 2. 


1 Te SLR 
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Les vecteurs Ë de composantes X, Y, Zet H de composantes L, M, N 
seront les champs électrique et magnétique respectivement exprimés 
en U. E.S. C. G.S. et U. E. M. C. G. S; c sera la vitesse de la lumière 
dans le vide. Les équations d’éther sont alors 


> 
> 
(1) rotH — © am 
c ot 
> u of 
(2) rotE + ÊT —o, 
> 
(3) DivE =o, 
/ 4 Doe 
(4) DivH — 0, 


et les conditions de passage du milieu 1 au milieu 2 pour æ — 0 sont: 
continuité de Y, Z, M, N; continuité de eX, LL. 

Les équations vectorielles (1) et (2) représentent chacune trois 
équations scalaires relatives aux axes Ox, Oy, Oz qu'on représentera 
respectivement par (1),, (1)o, (1)sy (2)is (2) (2) 

Nous nous donnerons à l'instant initial, dans tout l’espace 


on Y(a;y¥;5;0)=a(23 732); Ma} 7355 0) =1( 7195 5); 
UL (a; yra50) = Blas pis: NS 85 0) 8a y 2) 

puis, au même instant et dans le plan x =o, les limites à droite et à 
gauche de X et L 


(6) EX bo risno)= males) Ler ris f0) = ads 5); 
l X= .63. 354 0) ==pa(r as); Li operas 0) 9,10":5) 
avec 

CNE Pi: 2) — P32) 0, 9G 4) Hg 5) 0. 


Les équations (3) et (4) permettent ensuite de calculer à l'instant ini- 


: JX OL Rare DS 
tial et dans tout l’espace les valeurs de OX 2! On en déduit, en inté- 
dx dx 


grant en x à partir de «=o, et en tenant compte de (6), les valeurs 
de X et L dans tout l’espace, pour { = o. Les équations (1) et(2) déter- 
> 


, 4 . Ok OH 
minent enfin au même instant => et — dans tout l’espace. Nous 
Ot dt 
sommes donc bien en possession des données de Cauchy complètes. 


Nous prendrons comme inconnues auxiliaires 


(8) Von se SM Cr ae Os Lio TEA 2 (TE: 6) 
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avec les concordances 
(9) TCV; 35 0) = 20; 93 2); 2 SCY; =; O) = PO; Je) 


L’équation (2), donne pour 2 = 0, et par passage à la limite à droite 
et à gauche 
0 DR. | Soe oe LAN 
E L(0;) Tes ale By E a Z|; 


d DE be) PS 1 
E L(o; y5 33 |= =| 32 7 |. 


Une intégration en £, à partir de = o, permet d’en déduire 
(10) L(+ 0; 7; 3; ¢) 

a iat if nai es ache | d :s:T)Îdr; 

— gi * La j > PS 55 {05 55 | ey 
(11) L(— 03. y; 33 t) 

ce ‘fo 0 

IAT ID Fl is E 8(¥5 357) — 52 LIS 53 =) ae; 

de sorte que la continuité de uL est assurée à tout instant. 


De la même manière, les équations (1),, (1);, (3) donnent par pas- 
sage a la limite à droite et à gauche, pour x = 0, 


| 0 

(12) Be Mois 25 0 | 
OL TEE) pa la tree PH de a Og 
ae wy ae [ Oy? (Ys 53 t) — dy ds 10"; 53) |ae— c dt? 
0 

(13) Ee Moi y: 85 0 | 


age igns of Food), 0° 
a tan “ep | aye 8 AE ¥3 33 


ar 
’ 
| 
AC 
= 
4 
LA] 
P= 
= 
LA 
qa 
LES" 
à 
| 


(16) < X(o; Jae SE i)=-- of Og. 
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On sait d’ailleurs que les relations (1), (2), (3), (4) ont pour consé- 
quences les équations indéfinies 


Ma per CE 


(17) dx? DCR GTR op. 
0? OY ~~ oY e 0? 
8 ls DU a Red 
of dr dy? iti 03? AUDE 
7 PL 9? pe ®Z 
(19) dx? 0)? d=? ce oÙ oc? 
; OL 21 OL e ?L 
if! Ie dv? ARE a Or T°? 
FE CEA | d°M ZM e EM | 
de Oy OF dE 
las) 0? N CN ONE DE CN 4 
ji OL Oy? 0 Te WEF 


Nous connaissons maintenant les valeurs de X, Y, Z, L, M, N dans 
tout l’espace à l'instant initial, les valeurs de L, Y, Z à tout instant 
dans le plan x =o, les limites par continuité à droite et à gauche de 


— pe “ à tout instant dans ce même plan; la résolution d’un pro- 

_bléme hyperbolique mixte de type Dirichlet donnera donc L, Y, Z 
dans tout l’espace et à tout instant, tandis que la résolution d’un pro-. 
blème hyperbolique mixte de type Neumann donnera dans les mêmes 
conditions X, M, N. 

Des raisonnements de type classique montrent facilement que toutes 
les conditions indéfinies sont remplies; en ce qui concerne les condi- 
tions de passage, nous avons déjà constaté la continuité de pL; de la 
même manière eX est continue à l'instant initial d’après (7), l’équa- 
tion (1), entrainera donc la continuité de £X pour toutes les valeurs du 
temps, pourvu que M et N soient continues (cette continuité implique 
en effet celle des dérivées de Met N en y et s, à cause de l’existence 
de toutes les dérivées secondes), d'autre part la continuité d’Y et Z est 
assurée par le choix des inconnues auxiliaires, il suffit en définitive 
que M et N soient continues quel que soit le temps au passage du plan 
xz —o. Or il en est bien ainsi à l'instant initial, d’après (2), et (2); 
cela aura lieu à tout instant si 

1 {0Z"" 0x T'YUX As 
A | op pe 
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sont continues à la traversée de ce plan; en écrivant cette continuité 
par passage à la limite à droite et à gauche, on obtiendra deux équa- 
tions intégrales permettant de déterminer les inconnues auxiliaires f 
et g. 


ç. 


2. Nous allons maintenant entrer dans le détail. Nous poserons 


ce c 
(23) Dan = Oe=—s 


» 


= / 


Vere V Ha €» 
ves EN les val da eg 2 Pea 
a(x; y; 5) et B(æ; y; 5) seront les valeurs de => et = pour =o, 
on a, d'après ce qui précède (t — 1 ou 2) 
Cc où 0g: ‘ 0? 
(24) a4 (a5 93 2)= | oe ae bas LT 52) 
oe? 
+ 5m BGirial lal; 


PE Ut CM 4 ted, 4’) ‘ig OFT nee ee 
(25) Blairs =e — Go + Se | oF [y(E3 25 =)] 


Y et Z sont données dans les régions 1 et 2 par des formules qui ne 
sont que la répétition, dans le cas présent, de la formule (5) du cha- 
pitre I. Nous emploierons toujours la notation (9) de ce chapitre, 
N(y; 33 t; 9) et Q(y: 3; 1; ¢) seront les moyennes de f(y; 3; 7) et 
g(y3 3; t) sur un cercle du plan x = 0, de centre (y; 3) et de rayon op. 
M,(%3 ¥3 33 p)> Mia; y3 53.6), Pas ys 33 ¢), Pi(ws y: 35 0) seront 
de même les moyennes de a(a; y; 5), a(x; y: 3), B(æ; y; =), 
B,(x; y; =) sur la circonférence 


(26) =e; (n—y)*+(6 5) =p". 


Les limites, quand x tend vers zéro par valeurs positives par exemple, 
oY OL ( ; 

de, et sont données par deux expressions analogues au second 

membre de la formule (16’) du Chapitre I. Il est inutile de récrire ici 

ces expressions. 


Passons maintenant a la composante X. Dans la région 1, elle satis- 
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fait à l’équation indéfinie (17), les conditions initiales sont celles de 
Cauchy, les conditions aux limites sur le plan 2 = o sont du type Neu- 
mann, ona 


aye Ne, 7 2; 0) = B( 25 73 2) =p, (v3 5) 
x 0 i 
fi E aE; y; 5)+ me Bes 93 5) la: 


“0 
ENE ee i= < nn TT kee |: 
(28) E X (25.5 53 o |. =, (TZ; 9 ; i “(3 a me 
9 i ach Be tf 0) eee 
(29) E X(2x; 9 Hole aie = (SE + SE) 


La méthode des images donne ici encore la valeur de X dans toute 
la région 1, quel que soit le temps; on applique la formule de Kirch- 
hoff a dak points symétriquement placés par rapport a la frontiére 
plane et l’on additionne les résultats (au lieu de lès soustraire l’un de 
l’autre comme on le fait dans le cas du problème mixte de type 
Dirichlet); la valeur inconnue de X sur la frontière s’élimine et il reste 


(80) X(x; y; 5; t) 
= f = S| 9% s3t— vi] 
L Re ho zt; 33; w,tV¥1— 2] dd 
=i 
+ [Resa ots w,t\V1— | da 
2 4 
+tf Ble Roti ART w,tV1— dar 
—1 
oe if RDoe- OR ree wty1=#] dh 
do 


A 
LA out f Fe FE Re doit; y; 3; wtV1— M ]d2 
aad I 


u oe —_————“—_~—- 
tot f Vis BS, R,[do,t — x; y: 53 Ott — Maa 
do 
Ao 
tot f es Rx — or, 5 y3 53 tI — KE] dd 


er | 


i was DZ 
tot f ist Ry[ dot — x; y; 5; Ot V1 _ Rant. 


0 
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où les notations sont les suivantes : R,(æ; y; 33¢), R, (a3 y; 35 9) sont 
les moyennes des fonctions &(x; y; 2) et ©, (x; y; =) sur la circonfé- 
rence (26), on a repris les variables (g) du Chapitre I, enfin 
S(y: 33 t; 0) est la moyenne de F(y; =; t) sur la circonférence du plan 
x =o de centre (y; =) et de rayon ¢. 

I] reste maintenant à dériver (30) en y et z, puis à faire tendre x 
vers zéro; en Ce qui concerne le premier terme, faisons le changement 
de variable 


apres la dérivation en y, il devient 


ad. 7 DEEE 
— + S (rise — ; Vu — ® |du 
ds dy CR , 6), 2 ’ 


dont la limite pour æ = 0 est 


La détermination des autres termes dans te n'offre pas de difficulté, 


on trouve en définitive 


dj 
(31) E X(23) 510] 
0),/ 
LU : 
ges RerSigu 5: — L : 
dy E The 2 se [de 
4: pe R [2 trys: — a 
oh Ov YW] 29), iris otre] 


1 
0 —— 
+ cf dx R, Ao, £5 973 55 01/1 — a? | a, 


i} 
een a: 9: ) Sr vw s 
+ otf vi wine) Ry[ Ao, e39°3 3; 0,ly1— A? | dd 


' SUR UN PROBLÈME DE DIFFRACTION. 263 


(32) FE » ae ee HA 


zt apy "#40: S a — ioe dp 
== : Os Ses oo”. 


a 
+ f . Ro[ Ao, £3973 53 @eV/1 — a2] dr 
0 ~ 


1 : 
+ if 2 Ry [20,03 73 5; eV — 2] 
eo 


Pig ee ie ——— 
eet VAR Ro[ ho. t3 973 55 Ott — Wad. 


Il n’y a plus qu’à transcrire les divers résultats précédents pour 

: eee ; - y 1 (OL OX 1/0X OY 
obtenir les limites à droite et à gauche de 4 (oe =) etde= (5 — x) 
dans le plan 2 =o; en égalant ces limites on trouve les équations 
intégro-différentielles que doivent satisfaire les fonctions / et g, 


à savoir 


I Aes ee à Boe = 
= aa. Role ieee Bear d 
pal dy S| ke sie) : 


Go 
PEN CRE D 
“pe à s| Air 2; 0 |de 


= Ce + ——) filo" zs t) 


Pi Où He 02 


i Tt A fit; 52] dade dr 
Tr 


2 Ta Wy Ne == Tis 
- ff eae Ain Ce) Oa ao — Ay 55 8) 
2 T2 Ws (RP md à 


2 Tp Or Uri. (¢—T) 

a aap lettre tnd = Bi 25. 

2TH 2s Lz, (oe A < 
De 


Ann. Ec. Norm., (3), LIL. — Fase. 3. 
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Dans les premiers membres on a repris des notations antérieures, 
dans les seconds membres A(y; 3; ¢) et B(y; 3; t) sont des fonctions 
entièrement connues ne dépendant que des données de Cauchy dans 
tout l’espace. Voici, pour mémoire, leurs ‘expressions, assez 


compliquées : 


(33) A(r;3;t)=— ts nef sn M,[ Aw, t3.°3 55 0,tV¥1— a] da 
v . 
2), CF ——, 
ue f ee M,[— do, ¢; 9°35; ost — 4] dd 
2 6)? t? ÉD L ce ARS 
pe [ 5x oR M, Âw,t;y;3;:oÉV 1 — |] 
q “0 


2030 1 92 ’ big 
Pe ys dx oR M,[— AG, f5) 5; W.t\V1— A] da 


L Lind ST 
ap? 5 1 di R, | nest} 9°53 50h Con WA Lu 


0 . tas 
Sn Moment Fle 
t 0 : Lite 
ie u fk dv R [ Aout; 3’; 5: w, ty 2 ra di 
: fr es be 
ne Ales ik ov é [-20, try; sim.tyi— 7] da 
_ One : oie 
Be [ire Naas 5 Rol dots ys 33 all i— 1: | dh 
Wal RE Ve a: 
ie f toh “Oy dp Ry — do ts vs 25 ot 1] di 
Lee t I 
~— &) . SS aie : ht 
Bis 1 (183) ) Us Og ay ( sl; ::) 


! 4 1 
— — 4,(o, 05.735) + — ay(— wets 55 
ms LES ) is æ ( st, Vy ) 


oe A be Dee 1 0 
" do M, [023 353 0,¢] = Us aa M, [03.3 Sti, t |, 


' 


La valeur (36) de B(y;3;¢) s'obtient en changeant dans (35), 


; 0 0 
Mas Mis a3 5 dy pen PTE fe 3 respectivement. 


Pr 2 


EN. Pee ee 
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Pour t= 0 on ales concordances 
F(y3 850) a(o; 933), -  9(¥; 530) =B(0; 955). 


Nous poserons 


; l 
(37) (7333) =~ ( — Jatoiri a+ ff A(95 557) dr, 


B®, H2 Oo à 
I I pe 
Bl yrs: pee » ne EE 
(38) (9°35; ¢) i +t )B(0%9 sa) + | Bis 335 t)ar. 


0 


Intégrons les deux équations (33) et (34) par rapport au temps, 
entre o et ¢; introduisons les opérateurs @, et @, employés dans les 
chapitres précédents, on trouve 


Ad ecg DE I I 
ie à J — S E s3T— as | do dr - de @,| 9] — -— Os etats 2). 
ne QE) 


0 


Désignons par la notation It,[y; 3; t; o | la moyenne d’une fonc- 
tion f(y; 3; ¢) calculée à l'instantz sur le cercle de centre (y; 3) et de 
rayon ¢, introduisons les opérateurs 


(39) “lf] =i" i! oy | 3:T— Ê; eae dz, 
0 0 1 
l ,7 0 

(40). ans fA ay Lrisie— Fa 0 | dpa. 


Dans ces conditions les équations précédentes s’écrivent 


F oF 
Gn eal | + oF |- ell —- Lorri=auise, 


pb» “Loy By 
I OF” I = | I 7 I : 
A TJ Tg — @,|2| — — | 2) = »:3;0). 
(42) a, lS: | Fu É wy 18] a, 2141 (. 


35: 
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Calculons enfin 
0a dB 
(43) sh elated ir a 


en remarquant qu’on a 


d OF d 0g 
ole Te 15; | 5 Ole =o,| € | 


et les formules analogues, on trouve immédiatement 


I I : I 
if — J, {AF — J,{A,F]+ —@,[F D: == C( 9350544) 
UD MARIE LAPTOP] + OF =e. 


By 
ou encore 
/ I, hy I, “4 Le i = 
(45) noble, LE) + Qi Paar 2[F]=€(y; 5; 4), 
en posant 
(46) 3.{(F]=9,(4iF),  F.[F]=—9.[A,F]. 


Cette équation ne contient plus que la seule fonction inconnue 
F(y; 3;.¢), le premier point est donc de l’intégrer. 


. Nous montrerons d’abord que les opérateurs J, et 4, appartien- 
on à l'ensemble (T). Supposons que F fasse partie de la classe L; il 


en est de méme de 
f=AVF. 


On a successivement 


(47) AL \= UE fae ian c— iH, e | dp as 
sof faut: r + 90,6] 46 de 
= f. fus PITIR arnt dz 


/ ‘-—7 
=o, f | f da 851] &, 


Or, d'après une formule établie au second paragraphe du Chapitre II, 


te 
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OTr à 


brise +d (AE) “selfs 


n=1 


Intégrons en 6 de oat—z, il vient 


33 
[ Tb ploy’ esta 00) dû 
0 
ay" I (és Re, - À Fer ee 


silt vie Os DD ten een dal 550 


iol 


Enfin l'intégration en 7 de o at donne 


Et 


f nia, oy (ar — 31)" Te 7) A F( a 
J) <7 [tr —1)!}? D?n—? JA (an —1)! n| Lane 


= 1 


ce qui s’écrit encore 


C2 


(48) RIFI= D Vlr, 
HA 
avec 
m0 BA ile od 
(49) OP tee Agee 


On voit bien que les opérateurs J, et J» font partie de l'ensemble (©) 
et qu'ils ont respectivement pour indicatrices 


Z As À ie) aff 
(50) Y (Z)= so me W,( 2) = AS 
Vi— w?Z Vi—0Z 


Nous connaissons d’autre part les indicatrices de @, et @,, à savoir 


© (L)= ~\1— RL, OD OZ. 
1 OF 


Il résulte de la que celles des opérateurs O, 4, P.(Z) = al y— WZ 


et M, sont toutes deux égales à Z. En définitive, moyennant l'hypo- 
thèse que la fonction F appartient à la classe L, nous pouvons considérer 


1 
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comme établies les relations suivantes : 
(51) JP: Os Fh, J2O,= O92, 


wise 
(52) OF =0,5.FI=I.0F =F. =f (£— 7) A, [F953 3; t)] dr. 
0 


Il nous reste maintenant à étendre ces résultats à des fonctions F 
faisant partie de classe moins restreintes, possédant par exemple des 

dérivées en y et z jusqu’à un certain ordre, ces dérivées étant inté- 
_ grables par rapport au temps. C’est ce qu’on pourrait faire directement 
en employant certaines transformations d’intégrales comme dans les 
paragraphes 4, 5, 6 du Chapitre II; mais une remarque simple permet 
d’aller beaucoup plus vite. Introduisons les opérateurs 


(53) D,—=w,@,, D,—= 02 D, 
dont les indicatrices sont 


®,(Z)=V1— D? Z, D,(5)=V1— 022. 
On a 


dBiantie st 0®, 
re 


Montrons que, par exemple, 
i 0 | 
(54) =—:®,(F]=— 3, [F], 


quelle que soit la fonction F, indépendante de w, ; on a en effet 


nl 2 
OF) = Fy ste = | Hil a LF 6:61 dn de d | ae, 


d'où on déduit sans peine 


d — > Sr 3 I x 
ra | LA Nace H ie ALP (555 6)] ds 5 |e 
ys 
Dans l’accolade qui figure au second membre, l'intégrale double est 
étendue à la surface latérale de cône de révolution L'..; ds désigne 
l'élément d'arc des sections planes de ce cône par les plans 0 = const. 


tT 
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Ce second membre s'écrit encore 


= f | aartoss6: ER wo ae 


ou, par le changement de variable ¢ = w,(1 — 9), 


ae fa SRP a Re al Saag nd 
| AFII33;7— —;p}ldp}d 
LUE 6 


On retrouve l’une des formes (47) de l'opérateur ¥,[F]; l’iden- 
tité (54) est donc établie. Il en résulte immédiatement que la dérivée 
de @,@,[F] par rapport à w, n’est autre que — Y, ®,[F]; de même la 
dérivée par rapport aw, de @®, M.[F] est — ®,%,[F], ce point se dédui- 
sant de (54) et du fait que, si F est une fonction continue d’un para- 
mètre ainsi que ses dérivées jusqu’au second ordre, @,[F] est aussi 
fonction continue du même paramètre. Or, d’après les résultats du 
Chapitre Il, @,.et ®, sont permutables dès que F possède des dérivées 
en y et z jusqu’au quatrième ordre intégrables par rapport au temps. 


Il en résulte évidemment que @, et @, sont aussi permutables, si donc 
on dérive par rapport à w, l'identité 


DM[F]=®,@,[F], 


- on obtient, après division par w, la nouvelle identité 


®, F2[F] = JD [F]; 


les formules (51) sont donc établies. 
Pour démontrer les formules (52) on remarque que — ®,4,[F] 


est la demi-dérivée, par rapport à w,, de A, ®, [F]; or, d’après la for- 
mule (9) du Chapitre II, 


D, [F]=F(y;5;t Det f (¢—t) A, [F(95 3; T)] dt; 


en dérivant par rapport à w,, changeant les signes et multipliant 


par — on obtient 
20), 
@,F,[F] = TH PTE Gf (t— Tt) A,[F(95 55 t)] dr: 


qui est précisément l'identité à prouver. 


J. DELSARTE. 
Les résultats précédents permettent de résoudre aisément l'équa- 
tion (45); 
aAlPl+ oF] + 2 OF] + 


le premier membre a pour indicatrice 


I G4 3 I Qs 3 D OO f———#% 


DT Mn —— ——— 
BP Vi—w?Z BVi-—oiZ Bi 12» 


ou encore 
BO VI—-oOFZ po. 1— 052 


Quand on multiplie cette expression par l’indicatrice de 


I 
5D, MD, D, — — (D, D, M 
1®$ Hef 
qui est 
V(t — 07 Z) (1 — w3Z) Vino TZ |, 
6), Os : [4107 Ws 1 [2203 0, 


on trouve 


son | ar 082) = a (1 02) | 


94 OS BF on fs 6); 


Appliquons donc ce dernier opérateur aux deux membres de (45), 
posons 


nr o I o 1 a 
(55) a bang i = @,@,M, [EC] — = 0,0, M,(C], 


1 1 FE 


le premier membre donne, en négligeant de noter F, 


I 
sae (0, D, OM, D 
pe 


I 
gts FD} Oy = ©, DID, 4, + 


I I I 
i eee @, D, D, D, CURE... + Ue DO, @ à Ja + ND M, @, Ds Te 
[41 Ps a)? Lu Pes WS 5 Os 19 * 


I 
tre D O, Da 
[1 a 9 Cy 


@, 0, D, Ws. 


Or les identités (52) du présent chapitre, (9) et (10) du chapitre 


FPE TAN 
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, 


précédent, ont pour conséquences 


(®, J, + ®,0,) (F] =F, 
1 


(@, 4+ @,@,)[F]= —F. 


Il en résulte quelques simplications dans le calcul de C,(y; 5; ¢), les 
second, quatrième, cinquième et septième termes se détruisent, les 
quatre autres donnent simplement 


=, P,R,[F]—=E,()'; 5) 
2 


ou encore 


I ee 
sos og J F005 3 8) 
= FA 


2 ae i 
1 ( os ef yf (¢ =) A,[F(95 5; 7) |] dr Swf wee, (95 356). 
0 


Hioi pas 


Introduisons la nouvelle inconnue 


t 
(56) Rosa (é—t)F(y; 2: 7) dr, 
uo 
en notant qu’elle est nulle ainsi que sa dérivée première pour ¢—=o, 
et que sa dérivée seconde par rapport a # se réduit à F; l’équation 
précédente devient, compte tenu des valeurs des wen£cet, 


I epsegy fer, # | 
27) nea) on ds: 
HE &  &)o™ Piast toe Ce (175546 = 0. 
CU ops ot Sb eam 


On doit en déterminer une solution F, (y;3;¢) connaissant les données 
de Cauchy portées par le plan t= 0: 


0 
(58) Fy (9°; 3 0) = 93 |Z -Fuieo | =e. 


Supposons que cela soit faisable ; les équations (41) et (42) donnent 


) se. 4 30 
Ann. Ec. Norm., (3), LIL. — Fase. 3. 


1Rr*x 
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alors, F étant maintenant connue, 


SOP) + EMI), Fale] + gel 1 = 0:80) 


Pi TES ne 1 
avec 

Ci 905.344) = k J, [| + “si [5 — (73 53 ¢), 
6 it 
; a(yi2i = ta, [S2] + 2 o.[5 |- eis. 


Il est bien facile d’en tirer f et g; il suffit d’appliquer aux deux 


ra = 4 I I . 
membres de chacune de ces équations l’opérateur da ie D; ; il 
1 2 


vient ainsi, grâce aux propriétés déjà tant de fois utilisées des opéra- 
teurs ®, 


I 1 
(ur mur 0749 
l 
= = at) f (¢—t) AL f(93 3; t)] de =— (9; 5; 0), 
| 27 0 
I ! ) + 
Biol ada ees 
A 
I I 
“(4 — a) f «- t)A,[ 2(9°3 33. T)ldr= B,(9°; 5; 2) 
! EF a i 
avec 
| (7's ae 4 ~ @, [AG] - — @, [a], 
(60) ‘ es Fa 


£ I 
Gast MER EF =" SOIN =D RE 
[ @.(05 = TIR] Et) 


Ici encore posons 
{ 
| fa af = f (t—t) f(y; 3; T)dr, 
“0 


(61) : 
CARRE =| (¢—t)9(93 3; t) dr, 


nat 


signe des quantités 
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ce qui permet d’écrire ces équations sous la forme 


I 1 0? f, ay. 1 fe, &, \ 0? f. 
62 eres Ja Ji 1 CN RUN Pr een es 
se (2 mile | xa Ge n) Das 
I I Og. d? g, 1 /é E, \ 0? 2, 
63 EE —— 4 4 = 2 51 a a ae ee 
ti a a) | os F 7 | me 2) gpg PE hese: 


Nous rencontrons & nouveau deux problémes de Cauchy, les fonc- 
tions f, ét g, étant nulles ainsi que leur dérivée première par rapport 
au temps pour t= 0; connaissant /, et g, on en déduit f et g par les 
formules 


Réciproquement, on montrerait sans peine que les calculs précé- 
dents donnent la solution unique du problème, quand celle-ci existe. 
Tout ce ramène donc à la résolution du problème de Cauchy pour 
les équations (57), (62), (63), lesquelles sont identiques aux équa- 
tions (a), (b), (ce), de l'introduction; c’est là une question classique 
lorsque ces équations sont hyperboliques; il faut donc examiner le 


PrEy— Bibi, Bobs Bibs 


nm 2 5] 


2 2 
ig MoS ra 


® | ™m 


Une discussion élémentaire montre qu’elles sont toutes deux positives 
pour 


(64) k= (pi — Ba) (21 — 2) 0; 


si au contraire # est positif, l’une au moins des équations est elliptique, 
(elles ne-peuvent d’ailleurs pas l'être toutes les trois), Sie, — €, l’équa- 
tion (57) donne immédiatement F, (62) et (63) sont hyperboliques, 
si Uy = Ua, (97) est hyperbolique, (62) et (63) donnent directement / 
et g. En résumé, le problème a une solution unique et bien déterminée 
pour Æ<o; sinon on est conduit à un problème de Cauchy pour une 
équation elliptique, question qui, on le sait, ne possède point de 
solution. 
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UNE INTRODUCTION SUR VALGEBRE TOPOLOGIQUE 


Par M. D. van DANTZIG 
(Delft). 


Introduction (*). 


La présente Note montre un aspect spécial d’une branche des 
mathématiques assez nouvelle: l’algèbre topologique. Le nom indique 


déjà qu’elle est une des deux filles hybrides, nées du mariage de 
 l’algèbre avec la topologie. Tandis que sa sœur cadette, intimement 


liée avec elle, la topologie algébrique, ne se distingue que très faible- 
ment de la topologie elle-même, et n’est que la topologie « combina- 
toire » ou « mixte », où l’on applique les méthodes et les résultats de 
l'algèbre abstraite, dans l’algébre topologique les traits de l’algèbre 
prédominent, au moins partiellement, sur ceux de la topologie, et 


(1) Cette Note est à considérer comme une application d’un Mémoire dans les Muthemu- 
tische Annalen : 

D. van Dantzic, Zur topologischen Algebra, |, Komplettierungstheorte (Math. fnn., 
107, 1932, p. 587-626, abrégé par 7. -/., 1). 

(2) Le lecteur verra que le point de vue pris dans cette Introduction diffère un peu de 
celui pris dans le reste de l’article. Qu'il m'en excuse, puisque je l’ai écrite plus de deux 
années aprés le reste, et bien en vertu de la prière de la rédaction « @indiquer dans une 
Introduction la place que la question que j'ai traitée tient dans une théorie plus générale ». 

Quant à la bibliographie sur l’algèbre topologique, le lecteur trouvera une liste des plus 
importantes publications jusqu’à l'année 1932 dans mon article | 4] (arr la liste à la fin 
de l’article); une partie de la bibliographie plus récente se trouve dans le rapport [7] 
que j'ai présenté à la conférence topologique de Moseou. 
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mème ceux de ses aieuls, l’analyse et l’arithmétique, y peuvent être 
reconnus. 

D'une manière générale on peut dire que le développement histo- 
rique d’une partie au moins de l'analyse a abouti à une dissolution 
toujours plus profonde en ses éléments purement algébriques et pure- 
ment topologiques, et d’un traitement de ces éléments au moyen des 
méthodes abstraites introduites pendant ce siècle dans la topologie (') 
par MM. M. Fréchet et F. Hausdorff, et dans l’algèbre par la regrettée 
Emmy Nœther. Or, l'algèbre topologique est née du désir de recombi- 
ner ces deux éléments en conservant les avantages que les méthodes 
abstraites y ont apportés. 

Qu'il me soit permis d'illustrer cela au moyen de quelques exemples, 
qui d’ailleurs ne seront pas discutés en détail dans le présent Mémoire. 
Considérons d’abord l’ensemble de tous les nombres complexes. La 
construction classique de ces nombres au moyen du principe de perma- : 
nence, en partant des nombres naturels, repose en une partie essen- 
tielle (voir l'introduction des nombres réels) sur la notion de grandeur, 
donc sur une notion caractéristique de l’analyse. Les deux propriétés 
les plus importantes de cet ensemble sont: A. il constitue un corps 
(ou domaine de rationalité) algébriquement clos, c’est-a-dire: on y peut 
effectuer toujours les quatre règles de l’arithmétique, sauf la division 
par zéro, et chaque équation algébrique d’un degré > 0, à coefficients 
contenus dans le corps, y admet au moins une solution; B. il constitue 
un espace topologique localement compact, c’est-à-dire : il y existe une 
notion de continuité, par rapport à laquelle chaque suite infinie et 
bornée de nombres complexes admet au moins un point d’accumu- 
lation. Or, la propriété A, dont la partie principale est exprimée parle 
théorème fondamental de d’Alembert-Gauss, est d’une nature pure- 
ment algébrique, tandis que la propriété B, dont la partie essentielle est 
exprimée par le théorème non moins fondamental de Bolzano- 
Weierstrass, est purement topologique. Eh bien, on peut introduire et 
étudier d'une manière axiomatique d’une part les ensembles ayant des 
propriétés du type A (c’est ce que fait l'algèbre), d'autre part les 
ensembles ayant des propriétés du type B (c’est ce que fait la topo- 


(1) Un point de vue un peu différent est pris par M. H. WeyL dans son discours [4]. 
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logie) et enfin les ensembles ayant simultanément des propriétés des 
types A et B (c’est ce que fait l’algébre topologique). On trouve alors 
que l’ensemble des nombres complexes est uniquement caractérisé 
par l’ensemble des deux propriétés A et B('). 

Un second exemple est fourni par la théorie des groupes de Lie. Il 
est connu qu'ils furent introduits par S. Lie d’une manière purement 
analytique et que jusqu’à ce jour l'analyse est le moyen le plus 
utilisé à leur étude. Or, il s’est manifesté que dans cette théorie un 
rôle très essentiel est joué par les propriétés topologiques de la variété 
de groupe, dont la plus simple réside dans la différence importante 
entre les groupes clos et les groupes ouverts, et dont le lecteur trou- 
vera une étude systématique dans le beau fascicule de M. E. Cartan 
sur les groupes continus et l’Analysis situs. D'autre part, dès 1899, 
M. D. Hilbert posa le problème d’édifier la théorie des groupes de Lie 
sans avoir recours à la propriété des fonctions qui définissent les 
transformations d’être dérivables. Ceci revient à remarquer qu'un 
groupe de Lie peut être considéré d’une part comme un groupe 
abstrait (notion algébrique) et d’autre part comme une variété parti- 
culière à n dimensions (notion topologique), et qu'en recombinant 


ces deux aspects on pourrait développer la théorie sans aucun recours à 


l’analyse (?). C’est pour cela que O. Schreier en 1925 introduit la notion 
de groupe topologique, ressortissant à l'algèbre topologique, et par là 
devint l’initiateur principal de cette science. C’est grace aux idées de 
O. Schreier que M. A. Haar en 1933.parvint à démontrer un théorème 
important sur les groupes topologiques compacts, dont M. J. von 
Neumann put déduire la solution du problème de Hilbert, au moins en 
tant qu'il s’agit des groupes de Lie clos. Quoique l'analyse n'ait pas 
encore été éliminée entièrement de la théorie, puisqu'on ne peut pas 
encore se passer des théorèmes de MM. F. Peter et H. Weyl sur la 
représentation des groupes clos, on peut dire que les méthodes 
abstraites de l'algèbre topologique ont conduit à la solution du pro- 
blème très concret, posé par M. Hilbert. 


(1) D. van DanTz16 [2], Chap. IV. 

(2) Sans avoir recours aux méthodes abstraites, M. L. E. J. Brouwer [2] (cf. 
aussi [4 ]) déjà en 1909 parvint à résoudre le cinquième probléme de M. Hilbert pour les 
groupes de transformations de la droite et du plan. 
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Une fois en possession de la notion générale de groupe topologique, 
on peut en étudier des types autres que les groupes de Lie: Une pre- 
mière espèce est fournie par les groupes cantoriens, découverts en 
1910 par L. E. J. Brouwer, et qui portent leur nom puisqu'ils sont ou 
bien finis, ou bien homéomorphes avec l’ensemble linéaire parfait et 
nulle part dense de Cantor (voir $ 3). Ces groupes, qui paraitront plu- 
sieurs fois dans le présent Mémoire, ont une grande ressemblance 
avec les groupes discrets finis, qu'ils généralisent. On connaît main- 
tenant plusieurs propriétés de ces groupes et de leur généralisation, les 
groupes brouweriens, qui sont aussi à dimension zéro ('). Le « missing 
link » entre les groupes de Lie clos et les groupes cantoriens, si diffé- 
rents de ceux-ci, est formé par les groupes solénoidaux qui furent 
découverts en 1930 par l’auteur de ce Mémoire (?). Ces groupes sont 
typiques pour tous les groupes compacts, comme l’a démontré en 1934 
M. L. Pontriagin. Ils sont un vrai carrefour des mathématiques, 
puisqu'ils se rencontrent ici, outre l’algèbre et la topologie : l'analyse, 
représentée par les fonctions presque périodiques, et l’arithmétique, 
représentée par les nombres p-adiques. 

Arrivons maintenant par ces nombres, découverts par K. Hensel, 
au troisième exemple que je veux considérer : l’analogie entre la 
théorie des fonctions et la théorie des nombres, et par lui au sujet 
proprement dit de ce Mémoire. 

Comme plusieurs autres sciences mathématiques, on peut considérer 
la théorie des fonctions algébriques (ou aussi analytiques) du point 
de vue ou bien local ou bien global. Une fonction (analytique) montre 
son aspect local lorsqu'on considère l’élément de fonction, représenté 
par son développement en série d’après les puissances de 3 — a. 
D'autre part le développement d'une fonction en un produit fini ou 
infini de facteurs premiers, qui met en évidence les zéros et les poles 
de la fonction, montre l'aspect global. 

Dans la théorie des nombres algébriques, l'aspect global a d’abord 
prevalu. On connait depuis Kummer et Dedekind les propriétés princi- 


CU) D. VAN DaxrzG, Zur topologischen Algebra, W, Brouversche und Cantorsche 
Gruppen, Compositio Mathematica, 3. 1936, p. 408-426, abrégé par 7. 4., HE Moir 
aussi D, VAN DaxrziG [1], [3]. 

(7) CLD. van Dantzig [1 |. 
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pales de la décomposition d’un nombre algébrique en facteurs pre- 
miers; la seule différence avec la théorie des fonctions consiste en ce 
que ces facteurs ne sont pas des nombres ordinaires, mais des idéaux. 
La théorie de Galois se rapporte aussi aux propriétés globales des 
nombres algébriques et des corps de ces nombres. Or, guidé par cette 
analogie, c’est Hensel qui, dans la théorie des nombres aussi, a intro- 
duit le point de vue local. Il avait en effet remarqué qu'on peut déve- 
lopper un nombre algébrique (ou rationnel) suivant les puissances 
d’un idéal (ou d'un nombre) premier, de même qu’on peut développer 
une fonction algébrique (ou rationnelle) suivant les puissances d’un 
facteur premier, comme (3 — a) (ou 3— a), et qu’on peut considérer 
aussi, tout comme dans la théorie des fonctions, des développements 
de ce genre en séries in/finies, qui (a la différence de ce qui se passe 
dans la théorie des fonctions) convergent toujours. Ces séries infinies 
comme par exemple É 


œæ 


D ay D”; 
| ven 

ou p est un nombre premier 22, et a,=0,1,..., p—1, sont appelées 
les nombres p-adiques (fractionnaires ou entiers selon que nr < 0 
ou n2o) de Hensel. L'ensemble de ces nombres pour un p donné est 
un corps (ou un anneau lorsqu'on se restreint aux entiers p-adiques) 
et possède des propriétés tout à fait analogues à celles de l’ensemble 
de toutes les fonctions d’une variable complexe, développables d’après 
les puissances de 3 — a au voisinage d’un nombre donné a. On peut 
donc comparer un corps de nombres p-adiques (ou aussi le nombre p 
correspondant) à un point du plan complexe. D'une manière analogue 
un idéal p dans un corps de nombres algébriques ou aussi le corps 
de nombres p-adiques correspondant, est à comparer à un point d’une 
surface de Riemann. 

Or, qu'est-ce qui correspond à la surface de Riemann elle-même ? 
D'abord le corps de nombres algébriques donné, correspondant à la 
totalité des fonctions algébriques qui sont univoques sur la surface. 
Mais on peut aussi étudier des fonctions transcendantes définies sur 
la surface de Riemann, qui admettent un développement par rapport 
à chaque point (d’un certain domaine ) de la surface. Ce qui correspond 
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a ces fonctions ce sont les nombres universels, introduits par H. Prifer 
en 1925 sous le nom de nombres idéaux, et étudiés mais non épuisés 
par J. von Neumann. C’est à ces nombres ou plutôt au cas non trop 
particulier où le corps donné est le corps des nombres rationnels 
(donc à comparer au cas où la surface de Riemann est la sphère com- 
plexe) que le présent Mémoire sera dédié. On trouve que la « surface » 
consiste en une infinité dénombrable de points, qui peuvent être repré- 
sentés par les «unités» e ou par les idéaux qu'ils engendrent (les 


; 
ensembles d’ « éléments de fonction »), ou enfin par les idéaux pre- 
miers auxquels ils correspondent (les ensembles de « fonctions » qui 
«s’annulent» en un «point» donné). Un nombre universel quelconque 
peut être représenté comme une somme (infinie) de tous ses «élé- 
ments » (décomposition additive) et aussi par un produit (infini) de 
ses facteurs premiers (décomposition multiplicative). La première 
décomposition n’a pas d’équivalent dans la théorie des fonctions ana- 
lytiques ('). . 

Malgré ces analogies étroites, il y a d'importantes différences entre 
la théorie des nombres universels et celle des fonctions analytiques, 
des différences qui ont toutes la même cause : 


1° Tandis que les surfaces de Riemann sont très intéressantes du 
point de vue topologique (et même ont mené à la création de la topo- 
logie), il n’en est pas de même dans la théorie des nombres, puisqu’ici 
les « surfaces » analogues sont toujours des ensembles dénombrables 
discrets. Meme les anneaux de nombres universels eux-mêmes n'ont 
rien d’intéressant du point de vue topologique, puisqu'ils sont tous 
homéomorphes à l’ensemble de Cantor; 

2° Il n’y a rien qui corresponde au « point à l'infini » du plan com- 
plexe ; 

3° Il n'existe pas de «prolongement analytique »; un nombre uni- 
versel n’est pas déterminé par un de ses «éléments», au moins 
lorsqu'on considère les composants additifs d’un nombre comme ses 
«éléments » ; 


———— ———_— 

(') Néanmoins il y a une certaine analogie, lorsqu'on compare les nombres universels 
aux ifégrales Sur une surface de Riemann, et les termes de la décomposition additive 
aux differentielles (locales ) correspondantes. 


1 ee 
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4° Un produit peut étre nul sans qu’aucun de ses facteurs le soit. 


La cause commune de ces différences avec la théorie des fonctions 
réside en ce qu’il n’y a aucune continuité entre les différents éléments 
d’une fonction, l’ensemble des «lieux » étant discret. Cela entraine 
que la notion de nombre universel est beaucoup plus générale que 
celle de fonction analytique : un nombre universel correspond plutôt 
à un ensemble d’éléments de fonctions indépendants, où un élément 
correspond à chaque point de la surface. Cela entraine aussi que l’étude 
de cette partie de l’algèbre topologique a un caractère plutôt algébrique 
que topologique. 

Remarquons enfin que la théorie des nombres universels (par 
rapport à un anneau de nombres algébriques, non nécessairement 
rationnels) permet des applications dans la théorie des corps de 
classes. En effet, cette dernière théorie présente aussi un aspect global 
et un aspect local (théorie des corps de classes « im Grossen » et «im 
Kleinen »), et c’est bien la théorie des nombres universels qui permet 
d’unifier ces deux aspects. 


Aperçu historique et abrégé. 


Comme introduction à la théorie générale des anneaux b,-adiques 
abstraits, que je traiterai dans un autre Mémoire ('), je démontrerai 
ici quelques propriétés des nombres universels ou v!-adiques. 

Les nombres universels (ou plutôt des nombres plus géné- 
raux se rapportant à un anneau algébrique) ont été introduits par 
H. Prüfer [1], [2] (2) sous le nom de « nombres idéaux » que je 
préfère remplacer par « nombres universels », le mot « idéal » ayant 
déjà tant de significations. Le nom « universel » a été choisi puisque 
l’ensemble des nombres universels, l’anneau universel (par rapport à 
l'anneau des nombres entiers et rationnels) joue un role analogue à la 
surface de recouvrement universelle d’une surface de Riemann et au 
en nr à 

(2) D. van DanrTzi6, Zur topologischen Algebra, Il. Abstrakte b,-adische Ringe, 


Compositio Mathematica, 2, 1935, p. 201-223, abrégé par T°. 4., Il. 
(2) Les numéros entre [ ] se rapportent à la liste de publications qui se trouve à la 


fin de l’article. 
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groupe de recouvrement universel d’un groupe de Lie ('). Ensuite 
J. von Neumann [1](*) a repris leur étude; en particulier il a beau- 
coup éclairci le rapport entre Jes nombres idéaux de Prifer et les 
nombres p-adiques et p-adiques de K. Hensel [2], [1]. 

Néanmoins, il me semble que ces nombres n’ont pas suscité le 
grand intérét qu’ils méritent. En effet, ils ont une trés grande ressem- 
blance avec les nombres naturels (resp. algébriques entiers). Par 
exemple on peut élever les nombres d’une grande classe de nombres 
y !-adiques (ou plus généralement b,-adiques, aussi par rapport aux 
anneaux de nombres algébriques), les nombres dits « subsistants », à 
une puissance v!-adique arbitraire. En particulier, pour un tel 
nombre a, on peut définir a°, a~', etc., qui sont tous des entiers 
v !-adiques (ou b,-adiques dans le cas plus général). On pourrait aussi, 
d'après Prüfer et von Neumann, introduire les fractions v!-adiques; 
je préfère ne pas faire cela, puisque toutes les propriétés importantes 
expriment des relations entre des entiers. D'ailleurs l'équation ax = b 
n’est pas toujours soluble, ni chez Prüfer et von Neumann, où elle 
n’est soluble que si a n’est pas un diviseur de zéro, ni chez moi, où 
elle n’est soluble que si 4 est un multiple du « fondement » de a. 


: : : hi : 
Enfin, en introduisant les fractions _ Où a n’est pas subsistant, on 


obtient des puissances non continues. En effet, par exemple en défi- 
nissant x" (*) (à cause de limy! = 0) comme 7° = limz” = 0, tandis 
que la suite x” doit être divergente (puisque autrement on aurait 
Himi=limrt".r"—o) on trouverait r°=limr ";£r°, ce qui 
n’est pas désirable. 

Or, la continuité de l’exponentielle est d’un très grand intérêt pour 
la théorie. En effet, c’est elle qui permet de lier la théorie des groupes 
cantoriens [a laquelle j'espère revenir dans une publication future (*)] 
à la théorie des anneaux cantoriens. Par exemple, l’ordre d’un groupe 
cantorien quelconque est toujours un idéal dans l'anneau des nombres 
universels. D'ailleurs c’est elle qui permet d'introduire la théorie 


—_——— ee 
(1) Cf. par exemple E. CaRTAN [1]. 
(*) Une suite à ect article, annoncée par l’auteur, Wa pas encore paru. 
(*) = est un nombre universel qui est divisible par chaque nombre premier ordinaire. 
(+) Cf. 7,4, I, p. {vo seq. 
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multiplicative des idéaux, comme je l’indiquerai dans les paragraphes 4 
et 5. A présent je me bornerai à introduire l’indicatrice d’Euler d'un 
idéal dont je démontrerai les propriétés principales, et les équations 
binômes. L’indicatrice 9(b) est définie comme l’ordre du groupe de 
tous les diviseurs d’Un dans l’anneau factoriel A/b et a des propriétés 
tout à fait analogues à celles de l’indicatrice ordinaire 9(7). 

Dans le paragraphe 5 je prouve que l'équation 2*— 10 est tou- 
jours soluble et qu’elle admet toujours des racines primitives. Tandis 
que dans un anneau de nombres algébriques ordinaires (assez 
extensif) le nombre de solutions de l’équation æ'—1—o est égal à 
son degré a = (7), ceci n'est ici le cas que lorsque a est vdempotent, le 
«nombre de solutions » étant interprété comme l’ordre du groupe de 
toutes les solutions. D'ailleurs, cette interprétation offre aussi des 
avantages dans la théorie ordinaire. En effet, là aussi le nombre de 
solutions de l'équation æ"—1—0(n = nombre naturel) n’est pas 
égal au « degré » — n. De même le nombre de solutions de l'équation 
æ—1—0, qui est infini, n’est pas égal au degré, qui est zéro. 
Néanmoins l'édéal qui est l’ordre du groupe est égal à l'idéal 
Ce pe (ee), resp. (0). 

Il est curieux que le cas où l’ordre du groupe des solutions v!-adiques 
de l'équation 2*— 1 =o est égal à a exclut le cas où « est un idéal, 
engendré par un nombre fini. En effet, l'équation x*—1=0 à tou- 
jours une infinité de solutions v!-adiques, voire n dans chaque 
anneau p-adique, où p=1(n). 

J'ai choisi ici une méthode assez élémentaire pour introduire les 
nombres v!-adiques (c'est même la raison pour laquelle je n'ai pas 
commencé immédiatement par les nombres b.-adiques algébriques 
généraux) et j'ai lardé le texte de quelques exemples numé- 
riques. Dans 7. A., Il, je traiterai de ces questions d’un point de 
vue plus général et plus abstrait. D’ailleurs j’ai omis ici les démons- 
trations de quelques theoremes, qui résultent immédiatement des 
théorèmes correspondants généraux, qui seront démontrés dans 
T. A., Ill. 

L'essentiel du contenu des paragraphes 1, 2 se trouve déjà chez 
Prüfer ou von Neumann (à l'exception des derniers théorèmes du 
paragraphe 2). Le reste est en majeure partie nouveau, quoique 


Ann. Ec. Norm., (3), LIL. — Fasc. 4. 97 
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quelques-uns des théorèmes soient analogues à des théorèmes de 
Hensel, se rapportant aux nombres p-adiques et p-adiques. 


“ 


I. — Définition des nombres universels. 


1. Un nombre v!-adique ou nombre universel peut être défini par 
exemple comme une série formelle 


(1) 2=til+és2l+E314-..., 


où les £, parcourent indépendamment les nombres 0, 1, ..., n. Ils 
peuvent être considérés comme limites de nombres naturels : 


aaa limay,.4?), Ln hy.t! +... +En.n! 


Les nombres naturels sont des nombres universels spéciaux, a 
savoir des nombres dont seulement un nombre fini de coefficients £, 
sont différents de zéro. On appelle n*™° voisinage U,(æ) d’un nombre x 
l’ensemble de tous les nombres y dont les n — 1 premiers coefficients 
iy +++» M Sont identiques avec ceux de æ:Ë;= n;(1—1,...,n—1), 
ce que nous exprimons aussi par æ=y(n!). 

En particulier U,(o) contient tous les nombres universels qui sont 
divisibles par n! (?). Une suite a,), æ, ... de nombres v!-adiques 
convergera vers x lorsque x,,) etæ ont les premiers x termes communs, 
où y tend vers æ avec v. Cette définition est équivalente à la suivante : 
on a lima, = lorsque pour chaque nombre naturel n il existe un v,, 
tel que x — x,,, est divisible par n pour chaque v>v,. D’une telle suite 
on peut toujours extraire une suite réduite, c’est-a-dire une suite par- 
tielle x,,,,, telle que m,, )== Lm) = x (v!). 

La propriété topologique principale de l’ensemble des nombres 
universels est qu’il est un ensemble topologique (*) homéomorphe à 


(1) Lorsque je veux exprimer explicitement qu'un indice est variable et qu'il 


parcourt tous ou presque tous (c’est-à-dire tous à l’exception d’un nombre fini) les 
nombres naturels, je le désignerai par une lettre grecque (par exemple p, v, e); des 


indices constants seront désignés toujours par des lettres latines (par exemple k, m, n, r). 


(*) Un nombre universel y = limy, est divisible par m, lorsque presque tous les xv 
sont divisibles par m. 


(*) Je préfère cette expression à l'expression usuelle « espace topologique ». 


ASST: . 


~ 
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l'ensemble cantorien bien connu, qu’on peut obtenir par exemple 
comme suit : on considère l'intervalle <0, 1 >, et on le considère 
comme intervalle de première marche; on divise chaque intervalle 
de n° marche en 2n +1 intervalles égaux; ceux de ces intervalles 
égaux dont le numéro d’ordre (à partir du commencement de l'inter- 
valle de n°"° marche) est impair seront des intervalles de (n + 1)"™ 
marche. L'ensemble cantorien est alors l’ensemble des points qui 
appartiennent à l’ensemble des intervalles de n°” marche pour 
chaque n. On obtient donc l’ensemble de tous les nombres d’abscisses 


MT ae, ee 2€, D atin) | 
= PA Et DO ent OS Eng n). 
É 3 FARM 50 TES CREER 

n=1 

Un nombre universel x pourra étre représenté par le nombre réel E 
qui a les mémes coefficients &,, la relation entre les x et les © étant 
biunivoque et bicontinue (mais non isomorphe) (*). On peut aussi 
bien, en construisant l’ensemble cantorien, diviser chaque intervalle 
de n“ marche en 2a,—1 parties égales, où les a, sont des 
nombres naturels >1 quelconques. On obtient ainsi l’ensemble des 
nombres réels 

2 : 2 at. 
en 
24 —1 | (2a,—1)(2a,—1) (2a,—1) (24,— 1) (2@;—1) 

où o<Ë,<a,.,—1 (7). En posant b,=a;a;...a, b,=1, on peut 
faire correspondre ces nombres réels avec les « nombres » 


(3) LE byt yb, + Edo te, 


que nous appellerons des nombres b,-adiques généraux. Ici les b, 
forment une suite de nombres naturels, tels que 


(4) bn = 0 (8). 
Évidemment les nombres v!-adiques en forment un cas spécial : 
A re 
D’autre part, pour 0, =p" on obtient les nombres p-adiques (entiers) 


ee ee ee ne eee a ae 


(1) Cf. D. van Danrzie [1]. 
(2) La construction classique de Cantor lui-même s'obtient pour a) = @2= d=... 
et correspond avec l’anneau des nombres dyadiques. 


tt 
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de Hensel, que nous appellerons, par raison d’analogie, plutôt des 
nombres p’-adiques. 

Considérons enfin le cas spécial, où, dès un certain n, tous les 6, 
sont égaux. Donc b,—b,(v2n), ou bien pue rés Des 1). Alors 
dans la série (2 ) tous les &,(v2n+1 doivent être nuls, c’est-à-dire 
l’ensemble qui prend la place de l’ensemble cantorien est Jin; il ne 
contient que b, points. Dans ce cas nous conviendrons que 6, sera 
considéré comme égal à zéro, c’est-à-dire dans la série (3) x peut par- 
courir seulement les nombres différents mod. b,. 

Tous les ensembles qu’on obtient dans le cas général sont homéo- 
morphes. Leurs propriétés topologiques principales sont les sui- 
vantes : 1° l’ensemble est compact (c’est-à-dire que chaque suite infinie 
contient au moins une suite partielle qui est convergente ); 2° le nombre 
de dimensions de l’ensemble est zéro; les U,(æ) sont à la fois ouverts 
et fermés; 3° l’ensemble est dense en soi. Dans le cas où b, = b,, les 
ensembles ne sont pas homéomorphes; ils possèdent les deux pre- 
mières propriétés, mais non la troisième. 


2. Par la somme, la différence et le produit de deux nombres 
b,-adiques nous entendrons : 


d'oy=lim(ersÆy,); æy =limay,yy, 


oùx=limx,, y =limy,. Par rapport à cette définition les nombres 
b,-adiques constituent un anneau topologique A(b,) (cf. T.A., 1, p.615). 
Dans le cas spécial b,— v! nous l’appellerons l'anneau universel et 
nous le désignons par J. Dans le cas b, = b, les définitions coincident 
avec les définitions ordinaires pour les classes mod.b,. En général 
l’ensemble U,(o) sera pour chaque n un idéal dans A(6,), et bien un 
tdéal principal, engendré par b, : 

U,,(0) = (6,); les U,(æ)sont des classes mod. 6, :U,(@)=a2-+(6,)('). 


(1) Met N étant des ensembles, nous désignons par M + N resp. MN l’ensemble de 
toutes les sommes resp. tous les produits d’un élément de M et d'un élément de N : 


M+N= {e+y heen, yen; 
MN = { 2y Jaren, yen. 


D'une manière analogue nous définissons a + M, «M, 2M,, IHM, ete. Lorsque M=a 
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3. En remplaçant les b, par d’autres nombres b,, on obtient le 
même anneau b,-adique, à une transformation isomorphique près ('), 
lorsque pour chaque n il existe un y, tel que 


(5) by, = 0(0%))t by, = 0( Ba). 

Donc on peut caractériser la suite des 6, par un produit infini formel 
fs) POPUP? >> 

OÙ Pos Pr, --. sont tous les nombres premiers, rangés par exemple 
par ordre de grandeur naturelle (po = 2, ps = 3, Pa= Para MU). 
tandis que «,— £20 lorsque presque tous les b, (c’est-à-dire tous les 6, 
à l'exception d’un nombre fini) sont =o(p,), mais 4 o0(p,"'), tandis 
que «,— 2 lorsque les b, sont asymptotiquement divisibles par chaque 
puissance de p, (*). 

Le produit (6) sera appelé l’ordre formel de A(b,). En particulier 
l'anneau universel a l’ordre formel ppp... et peut être obtenu en 
vertu du théorème d’isomorphie [c/. (5)] non seulement en prenant 
b, = n!, mais aussi en prenant par exemple 


6, = ( Po PA: a «= Pn)" ou b,= 0 Pies à © «Pis Pn-1 


ou enfin 
l+2—i hi 


ba pitt pi. PR pi". . Pi» Pr 


lorsque 
1 ; c : 
n— 5 k(k +1) +6 - o<i<k, etc. 


Le choix d’une suite particulière de b, comme « base de développe- 
ment » n’est pas essentiel et n’est, pour ainsi dire, que le choix d’un 
« système de coordonnées » (*). Dans le cas où b,= 6, pour v2n, 
ee ee  — 


et N=b sont des idéaux, a+ b = (a, b) est le p. g. ce. d.; ab n’est pas un idéal lui- 
même, mais il engendre l'idéal produit que nous désignerons par conséquent par (ab). 

(:) Nous employons le mot isomorphie pour désigner la relation bi-univoque, le mot 
homomorphie pour désigner la relation univoque ( «isomurphie mériédrique » ), en concor- 
dance avec par exemple B. L. VAN DER WAERDEN, Moderne Algebra, et contrairement 
à par exemple Speiser et Cartan. 

(2) C'est-à-dire pour chaque ” il existe un ox, tel que b,= 0(p”) pour v2 pu. 

(3) Nous avons choisi (arbitrairement) la suite b,= v! puisqu'elle permet d'exprimer 
les propriétés générales des nombres universels d’une manière très’ courte. Néanmoins. 


pour beaucoup de calculs numériques, elle n’est pas très convenable, puisque la decom- 
position en facteurs indivisibles de n! est très compliquée. 


19% 
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presque tous les «, sont nuls, tandis que les autres sont tous finis. La 
valeur du produit (6) est alors 6,, c'est-à-dire l’ordre du groupe additif 
formé par les classes mod. b,. Dans le cas b, = n° le théorème d’iso- 
morphie se réduit au théorème de Hensel d’après lequel les anneaux 
des nombres m-adiques et n-adiques sont isomorphes, lorsque m et n 
ont les mémes facteurs premiers. En effet soit 


m= p't...py,  n=pt..-Py (0< ky h<), 


et soit M le maximum des f; et des J, alors 


m™ = 0(n’) et ny = o(m"). 


4. Pour chaque r il existe un nombre 6,-adique e, déterminé sans 
r 
ambiguité, tel que 


(7) e==1( pt) 9 ¢=0( pH) (1) 
Lg r 
pour chaque s #r(*). 
On aura 
>} i=e+et+e+..., 


LL 1 4 


où la somme à droite est convergente (comme toutes les sommes et les 

produits infinis que nous rencontrerons). Les e seront appelés les 
: 

unités (*) de A(b,). x étant un nombre b,-adique quelconque, on aura 

(9) L=LTHLTETH: 0, Fe mé: 


0 1 2 r 2 


(*) Lorsqu'un nombre 6,-adique x est divisible par chaque puissance d’un nombre p, 
nous dirons pour abréger que x est divisible par p*. 

(*) Voir 7. 4., I (TR. 39). ‘La démonstration est d’ailleurs facile : soit b, = pkq,, 
Où GF O(pr) el k =k, 3 alors les congruences e, =1(p*), en=0(q,r) ont une solution 

. . . r r 
commune, e est simplement la limite des e,. 
” r 

(5) Puisque le mot « unité » a plusieurs significations, nous conviendrons que : 

1° P « élément unité » d’un groupe et aussi de l'anneau le plus étendu qui sera consi- 
déré, sera appelé « lUn »; 

2° les composants (additifs) directs de l’Un d’un anneau seront appelés les « unités » ; 


3° les éléments d’un anneau qui possèdent un élément réciproque seront appelés les 
« diviseurs d'Un ». 
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A D 02 e r 
ussi il existe des nombres z, tels que 


r cr 
(10) 2=0( pi), 5 =1( ps), 
pours +r. 
On aura 
012 
(11) O=='522..., 


où le produit à droite aussi est convergent. En général, on aura 


012 r r 
(12) LED Res LSG+ 3. 


é 
Entre les e et les 3 plusieurs relations existent, par exemple : 
a 


2 7 r { a qe 
CAE, e2—0, Ge meat Sp e+z—I, 
7 7 ig tia 
I 
( 3) s rs fe 5 
Ge==0, 65.2, poe ee de 
rs T Là z s 
; 
pour chaque Seer. Pour un r avec «=o on aura ¢=0, 5=—1. X, V 
us 


et uw étant des nombres b,-adiques quelconques, on aura 


r r r ‘ii 
L+ y=, B2+ySu+s pour v+yvy=4U, 
: MTS 


7 


! 
ea fe [a 


vy = ul, ay =k pour ry us 
7 3° ‘à 


Lorsque «,= + l’ensemble de tous les x (r fixe) est isomorphe à l’en- 
7 
semble de tous les nombres p’-adiques entiers de Hensel. En effet, 
a2—limay,= 2%, b, 


étant un nombre b,-adique, on peut le développer d’aprés les puissances 


de p, : 


EE, b,— Zn Pr- 


La somme à droite est convergente en vertu de 


LyH1 — Ly = 0(b,) = 0(p}") (Py > ©). 


Donc ona 
wm reed, py. 
if” 7” 
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Dans le cas des nombres universels nous considérons quelques 
exemples numériques, en choisissant la suite b,— v! comme base de 
développement. On aura par exemple à 


e—i1.t!+1.2! +138! +4.4!+1.5!+1.6+9.9!+ 1.8 +6.9! +... 
0 (A 


En supprimant les facteurs v! et les + on peut écrire d’une façon 
abrégée : 


e—111411716. 
0 


On obtient ainsi par exemple 


AN ER AO à Co RC Aa: ne 7h BI ot 
ee AU ape k SEER On HPI EL (Pi) 
ef O2272. 1 543 D 1 |. 28, (p= 9) 
Csr 00 #8 ph Vo Crag ah (p2= 5) 
pe MUC Qe oO OS ke TL (Ps= 7) 
Cy dun BO 0 Ge "0 ne (Pi 11) 
, 
s=0 2 2 0 4 5 0 97 3 
EE Oe AE VE 
Sie nO Ovi TOGO a ie 
[aT oF SME OS PO LR: 
2-9 0 +t due À 19. À =e. 
a IEE OM Wee IRE RE es eS dr ot DOF à 
i—0"0 0 F3 9 rte 2.e 
; be ON 0 COR DT CPAS > 3 
Remarquons enfin qu’on a 
es 1234567... — — 1, 
2234567... — 0334567... — 0044567...=...=0. 


4134567...—= 0624567...— 0083567...=.. gr 


TL RS An A PAR CoP are eos 


ei on ee 
Orr 


- NOMBRES UNIVERSELS OU v!-ADIQUES. 291 
Aussi on a par exemple : 


— €= 112045073... =1+2+4+8+...=e(1+2+ 2+...) =£e, 
3 0 


0 0 0 0 0 
où € est le nombre 2”-adique 1111..., c'est-à-dire — 1. De même ona 


— e— 223014174. .—e(h+4.5+4.5+...)=ne, 


où n est le nombre 5’-adique 4444..., c’est-à-dire — 1. 


II. — Nombres premiers et idéaux b,-adiques. 


5. Deux nombres 6,-adiques x, y sont associés lorsque chacun d’eux 
est un multiple de l’autre : æ—uy, y = vx, ou, autrement dit, lors- 
qu'ils ne se distinguent que par un facteur qui est un diviseur d’Un : 


i= ney 5 1=O(u). 
Introduisons le nombre universel 


(14) T= 2 pre. 


On aura donc 


7: oh 


(15) M Pr a2 pr pre +s. 


Ae of. 


r . f - 
Chaque nombre x est associé avec une puissance (dont Vexposant peut 
i . - . D . 
être zéro ou infini) de x. Cela équivaut à dire qu'il existe un diviseur u 
£ 
de €; tel que 


LM TE, ÉD) 


ye er he 
car de ces relations il s’ensuit 
Mais ona 
gt Sty Py) es 
a r 
Supposons d’abord que tous les n, soient nuls. Alors x = 0 est associé 
; 


20 
Ann. Ec. Norm., (3), LIT, — Fase. 4. 38 


292 D. VAN DANTZIG. 
ie r Ue m 
avec r° = 0, et a avec x“ — 3. Supposons alors qu'on ait 
“ 


No=---= Nk = 9; MA 0; 


x 


. 


alors æp;" est £0(p,), donc un diviseur de e. [Car de u#o0(p,) il 
r r 

s'ensuit qu'il existe des +, avec uv,—=1(p;), donc us =e, ou 

ae lim ¢, e. ] Donc x est associé avec pre= LA . Nous appellerons oe 


ou k la hauteur de x C x 
Il s'ensuit immédiatement que chaque nombre universel est associé 


x 
avec un produit fini ou infini de puissances des x. Car soit 
à Ul | 9 Tr 
xx, DS ir, 1= o (xe), 


alors 


il à 
z=ullr#, u=TIlu, donc 1=0(u). 


En particulier chaque nombre naturel est associé avec un produit fini 
il r 
de puissances finies des x. Les associés des p, sont les x eux-mêmes. 


mit 


Donc soit n= hp}, alors nul, 1=0(uz). Il est remarquable 
que les nombres premiers universels = ont dans un certain sens des 
propriétés plus np que les bel he premiers ordinaires p,, qu’ils 
remplacent. Car outre 7 = = pron a T = =e(sér), tandis que les p, ne 
sont que des nombres associés à e sans aucune particularité. 


Prenons comme exemples quelques- uns des nombres premiers uni- 
versels : 


T = 2e-+ 5 = 021411716..., Pi 2 01000 a, 
0 

1 1 

tT = 3e+ 5s = 111340724..., Pa Ses 000. :-! 
( 

T= 9e€ + 5=100114170..., Pis Ss 12006, 55, 

T= 76 + 5= 100001058. .., P3= 7 = 10100 


(1) Min éviter le mot «ordre » dont fait usage Hensel et que nous employons dans 
un aulre sens. 


TA ee 
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En effet, ona: 

0 1? 0 0 

metier 13204708... Smet AR 129042002». 5 

n/3 =e + 3510825478... 3/m =e + 35 = 10811606... 

n/S e+ £5 = 12063881... Bln = e + 55 — 12044263... 

3 : 3 3 3 

Parce Lo RS : TL At Ven pe 
D'autant plus 

ERA nn PO ut? EN ei ay 6) OMS ET 

r=3= 066 315 9 9 301... —ocoohh2hr..… 

T=5= 0 0 0 20 20 10 50 5 35 — 00000000 6 ..., 

R=7= 000 0 0 ha za hs eee 0 0. 


FT — 0 Op ICO Ions 


6. Chaque idéal fermé dans J est un idéal principal. — En effet, soit 
b = b un idéal fermé quelconque, er es be, et soit x” la puissance la plus 


grande de 7 par laquelle chaque élément de b est divisible (oSB,< ©) 

(8, est dite la hauteur de b). Puisque chaque élément de b d’une hau- 
teur y est divisible par x" et puisque y2,, bæo(s; ae 

D’autre part, æ bait un élément de Mane a. appartenant a b, 


æ est associé à ar, donc me == 0(v)==0(b), donc b = (x r$). Donc, en 


Pairs, on a Pant ). Puisqu’on a aussi y = Ir, 

0 6 
peut caractériser un idéal (fermé) quelconque par son produit conver- 
gent 7 78. 2%:26 ou aussi par le produit formel pop," pa". - 
LEE IEE GENTE Ter 


(1) Cest ici qu’intervient la condition que b soit fermé. Autrement la somme d’une 
ote de termes <8, appartenant à bn ’appartiendrait pas nécessairement ab, 
i 
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Les seuls idéaux premiers AT ) sontp = = (x) et( 3) = (3). On démontre 
facilement que (x)= (pr) reste premier dans J. Aussi il est clair 
que 3— == p” doit être premier, car zy étant divisible par p,, ou bien x 
ou bien y doit contenir une puissance infinie de p,. La preuve qu'il 
n'ya | pas d’autres éléments premiers est immédiate. Il est à remarquer 


que + quoique premier, n’est pas indivisible. En effet, on a Bes o(p). 
Tous les idéaux primaires, appartenant à p, c’est-à-dire les p sont des 


diviseurs de 3. Donclethéorème des chaines multiplicatives (« Vielfa- 
chenkettensatz ») n’est pas valable en J (‘). Le seul idéal primaire 
appartenant à 3 est 3 lui-même. 

Chaque anneau b,-adique est ESOMOT, phe à un anneau factoriel J/b où 
b est Le udéal engendré par = Ren. ., Correspondant à l’ordre formel 
Pe*p.”... de A(b,). Cet idéal sera appelé l’ordre idéal ou simplement 
l'ordre de À (b,). En effet, du théorème d’homomorphie(*)il s’ensuit que 
A(b,) est homomorphe de J. Donc il existe un idéal bC 3 avec 
A(b,) = F/b. b doit être fermé, puisqu'il est l’ensemble de tous les 
éléments qui correspondent à o, la correspondance étant univoque 
et continue. Puisqu’en A(6,), (0) =[(6,), (b:),...], on ab—[(b,), 
(b:)...]en J. Donc 

b= (xBorBs, . 4 = (Pop. say 


c’est-à-dire b est engendré par l’ordre formel de A(b,). De ce théorème 
fondamental il s'ensuit qu’il n’est plus nécessaire de considérer 
d’autres anneaux b,-adiques que J. Car un élément 2 d’un anneau 
b,-adique peut être remplacé par la classe 2 + b des éléments congrus 
à æ mod. b. En particulier les nombres p'-adiques sont les classes 


mod. 3 : A(p')= e~ 3j. 


III. — Puissances » !-adiques. 


7. Un nombre universel x sera appelé subsistant lorsque l'idéal 


————————— eeeeeseseSSeSeSSSSFSeF 


(1) Ni aussi le théorème des chaines additives (« Teilerkettensatz », théorème de base ), 
puisque par exemple Pidéal formé de toutes les sommes finies x +... x (n arbitraire) 
. ak 1 He 
wa pas de base finie. 


(7 eis tt, TRE 28. p. 204. 


Le LT La 
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+t—=(x) qu'il engendre est idempotent (c’est-à-dire #?—+). On peut 


aussi dire : lorsque tous ses composants additifs sont ou bien des 
diviseurs des unités correspondantes, ou bien zéro; or, aussi : lorsqu'il 


. . . 2 . 7 r 
est. un diviseur d’un élément idempotent. Car soit t—p*; alors 
r Lig 
r?>=r, donc 24,—<a,, donc «,— 0 ou a,= o. On a donc : ou bien 


(x) =e = (e), ou bien a =o. Autrement dit : ou bien (a) = (1) ou 


bien (x) 27 ('). En particulier chaque diviseur d’Un est un nombre 


subsistant. 


x (ou t) étant un nombre (idéal) quelconque, le nombre n— Xe, 
où la somme s’étend a tous les e pour lesquels (x) —+ (respecti- 
vement te), sera appelé le fondement de x (respectivement de +). 


On peut aussi définir un nombre subsistant comme un nombre qui se 
reproduit par multiplication avec son fondement : a= ay. Deux 
nombres, subsistants ou non, seront appelés équistants lorsqu'ils ont le 
même fondement. 


8. Pour chaque nombre subsistant a et chaque nombre universel x il 
existe la puissance a”. — Nous la définissons comme lim a‘, où les x, 
sont des nombres naturels 20, convergents vers x, et nous allons 
démontrer que la limite existe (>). Ona 


Ons Lan". 


Soit d’abord ao, donc a40(p,). Alors av!” == 1(p"), 


o(p')}=p; '(p,—1) étant l’indicatrice d’Euler. En effet, soita = lima,, 


(1) Done x est subsistant lorsqu'il ne contient aucun facteur premier p, dans une 
puissance finie A o. ' 

(2) On pourrait définir @ aussi lorsque « nest pas subsistant, en requérant que les x, 
soient les segments initiaux de +. Alors on aurait par exemple pour un « fini 


a= lima! = at. 


En élevant un tel nombre d'abord à la puissance lim v! et alors à une puissance quel- 
conque, la seule partie qui subsiste est formée des puissances de a*a, nombre qui est 
done la partie subsistante de «. Il y aurait des difficultés lorsque x est un nombre 
naturel, puisque a” = a®a”, En général avy serait 4 at. ur, 
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donc a, 0(p,),.*. a,°""== 1(p”), .°.a?""=1(p"). Mais pour v2?(p;) 
on a v!=o[ 9(p,")]. Donc (la suite x, étant supposée réduite) 


Ly44— Ly=0(v!) =o[p(pf)], 
donc 
at ats = 0( arr — 1) = 0( a?) — 1) = 0( ph). 


[Remarquons que de w= 0(¢), (u et v des nombres naturels) il s'ensuit 
a“— 1==0(a’—1) pour un a quelconque! ]. Mais cette relation sub- 
siste encore pour a=0,¢ ’est-à-dire a=o(p*), en supposant que les 
æ, soient >o. D’ autre part, pour x= 2,= 0, elle est triviale. Donc 
elle existe pour chaque r. Donc aussi 


av — a = o(pfi...pét) = (p!) pour v29(p!). 


Donc la suite des a‘ est fondamentale, c’est-à-dire a* = lima* existe. 
On démontre facilement que a* est une fonction continue aussi bien 
de a que de x (à condition que a reste toujours subsistant) et que les 


relations usuelles 
a* 7 dr a". 


(16) (a*)y = ae, 
a*.b*=(ab)* 


sont remplies. Il est à remarquer que a* est subsistant lorsque a est 
subsistant et que ab est subsistant lorsque a et b sont subsistants. En 
particulier on a 


(17) \ Say $ 


où l'accent circonflexe indique que la sommation ne s’étend qu’à des r 
pour lesquels a ;£o('). Donc a° est le fondement de a. Puisque 
: 


—1=lim(v! —1) est une limite de nombres naturels, a-' existe 


# ’ . a . . 4 A . . . 
(*) En général le signe = désignera une sommation étendue à une suite partielle (finie 


ou infinie) bien définie des r; le signe = désignera une sommation, étendue à tous les 
autres r. Done par exemple : 


he 
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aussi, et l’on a 


(18) a= Sa-, 


Lf a 


où a~' est le nombre satisfaisant à la relation 
Tr 


CO Oa de: 
Like r r r 


(Celui-ci existe puisque a est un diviseur de l’unité) (‘). 


_Remarquons enfin que non seulement 1, mais aussi o est un nombre 
subsistant. Outre la relation triviale 


(19) 1 — 1 
pour chaque nombre +, on a aussi 
(20) Ovo 
pour chaque x; en particulier on a les relations remarquables 
(21) 0'='0" =0" == 0; 
Un nombre universel arbitraire a est la somme d’un nombre subsis- 
tant a'= an, où n = a°— lim av!, et d’un multiple 
a'—a—a—a(i—"n) 


de x (?). Évidemment a'a”=: 0. Dans ce cas aussi n est le fondement 
de a. 


IV. — L’indicatrice d’Euler. 


9. M étant un ensemble quelconque dans J, nous désignerons par 
a“(a— nombre subsistant) l’ensemble de tous les nombres a*, æeM. 
En particulier a est un groupe multiplicatif lorsque b est un groupe 
additif, par exemple un idéal. L’Un du groupe af est évidemment a’. 
Le plus grand idéal b (c’est-à-dire le p. g. c. d. de tous les idéaux) 


(:) Chez Hensel, Prüfer et von Neumann a~ n’est défini que dans le cas où aucun 
a n’est nul, c’est-à-dire où a n’est pas un diviseur de zéro. 
S 


(2) Done a” est divisible par tous les nombres premiers naturels pr. 


- 
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pour lequel at =a’ sera appelé l'ordre de l’élément a (par rapport à la 
multiplication) ('). 

Considérons un groupe multiplicatif fermé arbitraire ©, contenu en 
3; soit n son élément unité. Évidemment un élément arbitraire x de G 
doit être un nombre subsistant (puisque a—' doit exister). En parti- 
culier, étant idempotent, il doit être une somme d'un nombre fini 
ou infini d'unités : y= Le. Puisque æ.æ-'— x" doit être égal ax, tous 


les æ ont le même fondement 7. D'autre part l’ensemble de tous les 
nombres subsistants æ, ayant le même fondement x°= 7, est un 
groupe multiplicatif fermé G, ayant @ comme sous-groupe. Un cas 
spécial est celui où 6 est «vide», c'est-à-dire ne contient que son élé- 
ment unité 7. Un cas encore plus spécial se présente lorsque G aussi 
est vide, voir lorsque 7, =o. Un autre cas spécial est présenté par le 
groupe © de tous les diviseurs d’Un, se rapportant à 4 —1. 


10. Chaque groupe 6 (multiplicatif, fermé et contenu dans J) est 
un groupe cantorien, c’est-à-dire qu'il est ou bien homéomorphe avec 
l’ensemble cantorien, ou bien fini. Or, dans la théorie des groupes can- 
toriens, on démontre qu’un tel groupe est un groupe G,-adique. Cela 
veut dire qu’il possède une suite de sous-groupes (invariants) G,, tels 
que 1° @,,,C G,, 2° G, est ouvert, donc aussi fermé (*) dans 6, 
3° l'intersection de tous les G, est l'élément unité de G (*). 

Dans le cas spécial @( 5 que nous considérons, on peut prendre 
pour 6, l’ensemble de tous les x de © tels que x = r(n!). 

G,= 1+{(n!). Ils forment un groupe, car de r= 7(n!), y=x7(n!) 
il suit 

Ly Sqn! el SS a SS aS = on 
G étant commutatif, ce sous-groupe est invariant. Il est évident que 
les propriétés 1° et 3° sont remplies. Quant à 2°, soit æ, une suite (que 
nous pouvons supposer réduite) dans © avec x, 1; alors x, ="(v!) 


(1) Par contre l'ordre additif de a est le plus grand idéal ¢ pour lequel ca = 0, done 
t=(0); (a). (Yor no 10.) 
4 (*) Chaque sous-groupe ouvert dun groupe topologique est fermé. Comp. 7. 4., I. 
TG. 17). 

(*) De tels groupes ont été introduits pour la première fois (abstraction faite du eas 
spécial des groupes de nombres p-adiques) par L. E. J. Brouwer [3]. 


<n 4p 


oe 
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pour presque tous les y, c’est-à-dire a, est situé dans G,, donc G, est 
ouvert, donc aussi fermé. Puisque © est compact, chaque G, doit avoir 
un index fini g, dans G; puisque g,..,=0(g,), la suite des gy définit 
un produit formel pp‘..., donc aussi un idéal gC J, que nous 
appelons l'ordre 9 (@) de © ('). L’ordre de chaque sous-groupe de G, 
et en particulier de chaque élément, est un diviseur de g. Donc, pour 
chaque élément x de g, on a la relation 


(2.2) VEN 


Chaque élément x de g est relativement premier avec 1 — 7, c’est- 
a-dire que æ est un diviseur d’Un mod. (1—n), (2, 1—) =), 
puisque x est associé avec 7. 


11. Considérons maintenant un idéal b (fermé) quelconque dans J. 
Chaque nombre y qui est relativement premier avec b est congru mod. b à 
un nombre x ayant la même propriété, et qui est d’ailleurs subsistant. En 
effet, soit b=Lp*+ Se, où la première somme s’étend à tous les r 
pour lesquels a, > oly compris ceux-ci pour lesquels «= , c’est-a- 
dire b —(o)] et la seconde somme à tous les autres.r. Posonsn —Ÿ e. 

r r 


Alors e= De =1— 7 =0(b). Posonsæ —yn—Yy—Y7e v= yb). 


Il reste à démontrer que x est subsistant. Puisque y (donc aussi x) est 
relativement premier avec b, il existe une relation 1 =ux+b, 
b=0(b). Soit maintenant e un des termes de . Donc b=0o(p,), 
en =e.Ona 

; ; e=ux + b. 


ss é 
Mais b étant un multiple de p,, il s’ensuit que x est # o(p,), donc x 
est associé avec e. Ceci est le cas pour tous les termes de n, 
donc æ = æxn est associé avec n. Donc æ est un nombre subsistant. 

On peut donc représenter tous les diviseurs d’Un dans l'anneau 3/b 
par des nombres subsistants de J. Or, les nombres subsistants, qui sont 


pee ee ee ee — 


(1) En particulier, en considérant un idéal @ comme un groupe additif, son ordre 
additif g = »(a) satisfait à la relation ga = (0). On à même ÿ =(0):a, c'est-à-dire g est le 
p. g. e. d. de tous les w tels que xa = (0), où aussi : g est l’annulateur de &. Evidemment 


g=0(a) = (n), où (1— n) == lim a". 


V= r 


° 
! ag 
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relativement premiers avec b forment un groupe @. En effet, soit 
(x, b)=(1), x°=n, x=ay. Donc il existe un wu avec 1—ux(b). 
Donc x aussi est relativement premier avec b et peut en vertu 
de n—=1(6) être supposé subsistant aussi avec u°=7. Mais alors 
au = (ux)-'= ux = 7, (b), c'est-à-dire x7' appartient à 6. Soit 
aussi (y, b) = (1), ete., donc 1=ey (b), alors 1=uxry (b), donc xy 
appartient à @. En effet G se compose de tous les nombres universels 
associés a 7. Deux nombres différents de © peuvent être congrus 
mod b; par @, nous désignerons le groupe des diviseurs d’Un 
dans 3/b. G, est isomorphe au groupe quotient G/B suivant le sous- 
groupe B, se composant de tous les éléments de ©, congrus à 1 (ou 
à n) mod b. Évidemment 


(23) B—yn+bnMe+ B=—1+ 5b. 
L'ordre de 6, sera appelé V indicatrice d’ Euler de b et sera dénoté par 


o(b). Il est à remarquer que cette indicatrice est un zdéal. Il résulte 
immédiatement de (22) que le théorème d’Euler est valable ici : 


Chaque nombre x qui est relativement premier avec b satis fait à 
l'équation 


(24) x?'b)_ 1 = 0(b). 
12. Il reste à calculer 9(b). Nous démontrerons 
(25) 9(b) = fh px! ( p.— 1), 


où par p*'il faut entendre l'idéal pri=3 lui-méme, tandis que 


b =IIp* et que les produits s’étendent à tous les r avec «> 0. En 
particulier on a donc comme d'ordinaire 


eu) =Mo(b)=mMe(b), 
9 (p*) = p*—!( p — 1) pour a>o0. 


En effet, soit 6, l’ensemble de tous les nombres de ©, congrus àn 
mod (p,,..-r,)", où Py, pr, sont tous les diviseurs premiers ordinaires 
de b. Tout comme ci-dessus on démontre que G, est un sous-groupe 


Mass. 
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de G, donc 6, de G,, où G,:— ©, B/B. Or l'index g, de 6, 
dans @, est égal au nombre d’éléments de G qui sont différents 
mod. (p....p,.)' et aussi mod. b, donc mod. por: .pir”, où B,,,est le 
minimum des nombres «, et n. Ce nombre est donc 


gn= 9( pies... pSmn) = Th pm i (pr, — 1). 
6 1 


Ceux des à, qui sont finis donneront donc pour chaque n qui est assez 
grand 8,,—=«,; ceux des a, qui sont infinis donneront cependant 
B,,— 2, donc lim $,,=— 0 — x. L'ordre formel de @, étant la limite 
des (g,), on trouve par conséquent 


lim (gy) = Ep (Pr, — 1), 
d’où suit la formule indiquée pour 9(b). 
Notons quelques cas particuliers : 


1° Tous les a, — 0 : p(1) = (1). 
2° Tous les a, = æ : 9(0)=(0). 
3° Tous les «&,. — o ou = ©: 


o(e)—=#ll(p,—1), e—1— 2e. 


Dans ce cas 9(b) est done un vrai multiple de b = (2), excepté pour 


e—1,pours—0oet pour £— 3, (3)=9(3) = 3=(2"). 
En particulier 


(27) | (s)= (pen. 

i Let eue an) ni) ge ed Pa 
4° Tous les a, —=1: 

(28) o(m)=M( p-— 1) = (0). 


En effet, d’après le théorème célèbre de Dirichlet, chaque progres- 
sion arithmétique dont la raison est un nombre relativement premier 
avec le terme initial contient une infinité de nombres premiers. Donc 
pour chaque p il existe une infinité de nombres premiers p,, de la 
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forme k,p +1; donc 
?( Pn, ) = 0(P); eg ( Hl pu) =0(p*) -.9(n)=0(3) 


pour chaque r, .*. (7) =(0) 


5° Plus généralement on a p(æ)—(0) pour chaque élément x 
dont le fondement consiste en une somme /inze de e. 
F 


V. — Équations binomes. 


13. Supposons donné un idéal fermé quelconque a dans 3. Nous 
démontrerons que l’équation binome 


(29) axñ— 1—0 


est toujours soluble, qu’elle admet des racines primitives, c'est-à-dire 
des racines x telles que chaque relation de la forme z= 1 entraine la 
relation c=o(a), et nous déterminerons le « nombre » de toutes les 
solutions de (29), c’est-à-dire l’ordre du groupe (multiplicatif) qu'elles 
constituent. 

Remarquons d’abord que chaque nombre x peut être écrit dans la 
forme À 


(30) sans r(e IT) 


: 
où est une racine primitive de l’équation x” = e, pour rou 
‘a 


tandis que Resa et y = 0(%) = 0(2). L'existence des wa été 


démontrée par Hensel (‘ ); ‘de même l'existence du développement (30), 


s : é My é 
ou seulement il fait usage du nombre may Go » au lieu de e+ yr. 
eee 


0 


Pourro on peut toujours écrire e + yn dans la forme e”, où 
| Fr r 


(31) E—I+T, donc E—e+T, 
a 


Fr | à 


pour 7= o seulement si y — y"=0 (4). Mais nous nous bornerons à 
i r 


(1) K. Henset [1]. 
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la forme (30), puisque |’introduction de la fonction exponentielle n’a 
pas un grand avantage ('). 
Or, l'équation (29) est équivalente au système d’équations 
AV e—0, 
Puisque x doit être un diviseur d’Un, il sera un nombre subsistant, 
donc on aura #,— 0. Donc les équations deviennent : 
| Pi aye) = CE 
Donc on aura d’abord Lass =o (p,—1) pour r>0o, et a=0(2). 
Posons donc 


(32) (n= (Pets) <9 (ro), (he) gy = (2) 8 


la premiére condition sera 
(33) l= 0(h,); 


elle est nécessaire et suffisante afin que x* soit une puissance de e+ y% 
oe He theta 


seulement. Or, une telle puissance est elle-méme de la forme e + u7 


D’autant plus cea 
ee peg. gat? = Dios ): 


(+) La démonstration de (30) est aisée. En effet, A, étant la hauteur de x, on a 


ou 4 est subsistant. Alors, l'existence de 2 ayant été démontrée et : ayant été déterminé 


par 1 condition = = wr (x), on à ouh = e+yz 


is r r 
Tl reste a Sinbntfer existence ae w (nous omettons l'index r). Il existe une racine 
primitive #,, satisfaisante à la congruence wo! = 320 
Soit wf—1 — 5 a et posons #, = wh", 
Alors 
ae Ce + u AB ets: eX Ns? et Wap = Wh = HA 


Done w = lim æ, satisfait à l'équation w?—1= e. 
6 


mS 
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Donc 
(¢ +yrÿ=lim(e+yr)=e (2). 


Donc les équations deviennent 
CV +yr) 


r 


Pour 4—(0), .*. €@=0(s) cette condition*est remplie indépendam- 
ment de y (quoique nous puissions évidemment supposer y =0(e) 
sans aucune restriction. Soit donc a—(r#);<(o), donc «, fini. Mais 


on démontre aisément par induction pour y < 0 que 
4 


(os es RATER ER 


Fr Tor 


excepté pour ro, c’est-à-dire p,— 2, où cette relation ne doit être 
remplie que pour y =o(7), condition que nous avons supposé étre 


remplie. Or, l expression à gauche devant être égale à zéro, donc 
divisible par 3, on doit avoir DER devant contenir une puissance 
infinie de us Nous pouvons réunir les deux cas sous la seule condition 
Yi (0). Puisqu’ elle doit être remplie pour chaque r, on aura 


(34) yt = (0). 


Ou aussi y=o0[(0): @], c’est-à-dire y doit être divisible par l’ordre 
de l’idéal a (considéré comme groupe additif). En résumant nos résul- 
tats nous obtenons le théorème : 


L’équation (29) a pour racines tous les nombres x de la forme 


db ata + yr) Mw, 


où l= 0(h,)s (hr) = (pr—1): 4, (7 >0), (hy) = 2: a, ¥o=0(2) (2) 


et y=0[(0): 4], et point d'autres. 


(1) Cette relation est un cas spécial de l'identité ge a’ ‘ua, où u= gi est la solu- 
r 
tion de l'équation aiden =e , laquelle est = & (pr); cette identité est valable pour æ É 0 (Pr). 


(?) Puisque pour chaque Los = = (2), cette derniére condition peut étre rem- 
placée par y =0 (2). 


le 
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On voit immédiatement que x sera une racine primitive de l’équa- 
tion (29), lorsque la condition suivante est remplie pour chaque r : si 
a, est fini, ou bien il existe au moins un s avec 


Peer) 


mens.) (*), ou bien a=1 et &=1(); 


si aw, est infini, ou bien il existe une suite infinie de nombres s,, tels 


que 
(pe ae 
no (Sen), 


ou bien y <o(?). Puisque pour chaque ret chaque » ilexiste des s tels 


que p,—1=0 (p}), on voit que chaque équation de la forme (29) 
possède des racines primitives. En particulier, 


(35) SI 


ie 


est toujours une racine primitive de (29). 


44. Enfin calculons l’ordre du groupe de toutes les racines a-ièmes 
d'Un. Ce groupe est le produit direct (infini) du groupe des (1+77) 


A. AAC 4 . LAC 
et des groupes #"/. Nous pouvons ici dévoir de la condition y, = o(2) 


en faisant w — 1, h,— 0. Le premier groupe est la classe congrue à 1 
suivant l'idéal (w +), où w est le fondement de (o) : a. Son ordre mul- 
tiplicatif est donc égal à l’ordre additif de cet idéal (°), donc 


(0) : (wr) =(0):(o)=(1— ). 


L'ordre du groupe w”", r21 est (a, p,—1). Donc l'ordre du groupe 


eee 


: ls = 
(*) Cette condition est équivalente avec ps=1(p%), 7 #° (pr). 


(2) Cette condition est nécessaire et suffisante. 
(3) Tandis que l’ordre du groupe des nombres relativement premiers avec wz est 


o(wz) =(0). Cf. page 302, 5°. 
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à 
de tous les produits Iw’ est 
ÿ 7 


(36) (a, p—1)=MN(r#, pi)  (s>21,r20). | 
Fr rr ÿ 


Or, soit r tel que =0o (x). Alors il existe une infinité de s, tels 


Ë 
que p,—1=0 (x), donc (x, Ps— 1) =0 (7). Donc on aura 


n(x+,, Hasta) = o( x) irs 


Soit d’autre part ao (x), donc «,— o. Alors 


es Ps— est} donc (x, Ps— 1) == 3). 


a 


Ainsi on trouve que le produit (36) est égal au produit de tous les 3, 
tels que a=0(n), c'est-à-dire à la somme de tous les e, tels que 
aÆo (x), c'est-à-dire au fondement de a, que nous pouvons désigner 
par a°— lim a” Or, puisque w et a° s’annulent, 

a(1— w) = a. 
Donc nous trouvons : 


L'ordre du groupe de toutes les racines a-iémes d’Un est égal au fon- 
dement a° de a. En particulier il est égal à a lorsque a est subsistant 
(= tdempotent). Dans tout autre cas il est un vrai multiple de a 


Notons enfin quelques cas spéciaux. 
1° L’équation x? = 1 a pour racines 
tine Le 


0 


l’ordre du groupe des solutions est done (2%) = 3. 


2° L’équation a; = 1 a pour racines 


l 
r ‘ = (Ps— 1) 
es i Ris) IL ls, sae 


ee si : ; 


‘oy ys Rae: 
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, Up ; : 3 
l'ordre du groupe est donc 2*(1 — 2), c’est-à-dire (0) ou e, selon que 
Pr est égal à 2 ou non. ; 


3° L’équation z*=1 est équivalente à l’équation æ— 1, lorsque a 
est subsistant, n — 4° étant son fondement. L'ordre est donc a. En 
particulier, a étant un diviseur d’Un, z°—1 est équivalente à 2 —1; 
l’ordre du groupe est donc 1; v°=1 est valable pour chaque diviseur 
d’Un; l’ordre est donc (o). 


Wassenaar (Pay-Bas), janvier 1934 (mai 1936). 
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LES MULTIPLICITES SINGULIERES 


D'UN SYSTÈME DIFFÉRENTIEL RÉEL 


Par M. Evctne LEIMANIS. 


4. Dans ses recherches sur les courbes définies par les équations 
différentielles Poincaré a pris comme point de départ l’étude des points 


singuliers des équations différentielles du premier ordre et du second 


ordre ('). Des résultats, bien connus, sont les suivants : les équations 
différentielles du premier ordre, si les coefficients sont arbitraires, 
c’est-à-dire ne sont liés” par aucune relation d’égalité, ont trois 
espèces de points singuliers : les nœuds, les cols et les foyers. Les équa- 
tions du second ordre ont de même quatre espèces de points singuliers 
isolés : les nœuds, les cols, les foyers et les cols-foyers, et d'autre part 
peuvent admettre des lignes, dont tous les points sont des points 
singuliers : lignes de nœuds, lignes de cols et lignes de foyers. 

Dans un système différentiel du second ordre, à un col, à un col- 
foyer ou à un point d’une ligne de nœuds ou d’une ligne de foyers 
aboutissent, comme l’a montréPoincaré,uneinfinité de caractéristiques 
qui engendrent une surface S admettant un plan tangent déterminé au 
point singulier considéré. D'autre part en ces points singuliers, sous 


eis 4 ee eee — 
(1) Journal de Mathématiques, 3° série, t. 7, 1881, P. 385-393, et 4° série, t. 2, 1886, 
p. 151-167; Œuvres, t. 4, 1928, Paris, p. 12-20 et 167-181. 
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des conditions d'inégalité entre les coefficients, passent trois carac- 
téristiques holomorphes ('), parmi lesquelles deux sont situées sur la 
surface S et peuvent étre réelles ou imaginaires conjuguées et dont la 
troisième n’est pas située sur la surface. De même à un point d’une 
ligne de cols aboutissent trois caractéristiques holomorphes réelles, 
dont l’une est la ligne de cols elle-mème. 

M. Picard et M. Chazy ont complété sur certains points la théorie 
des courbes définies par les équations différentielles. En particulier 
M. Picard (?) a démontré que réciproquement en un col d’une équa- 
tion différentielle du premier ordre n’aboutissent pas et vers ce col ne 
tendent pas d’autres caractéristiques que les deux caractéristiques 
holomorphes mises en évidence par Poincaré. M. Chazy (*°) a démontré 
des propositions réciproques analogues pour les équations diffé- 
rentielles du second erdre : à un col, à un col-foyer ou à un point 
d’une ligne de nœuds, d’une ligne de foyers ou d’une ligne de cols 
n’aboutissent pas d’autres caractéristiques que celles mises en évidence 
par Poincaré. Enfin M. Chazy (*) a étendu ces résultats, théorèmes 
d'existence etthéorèmes réciproques, à un système d'ordre quelconque, 
en supposant que les racines de l'équation caractéristique sont réelles 
(les racines nulles y compris). 

Je me suis proposé d'étendre complétement la théorie précédente à 
un système différentiel d'ordre quelconque, en supposant que les 
racines de l'équation caractéristique sont réelles (dont un certain 
nombre peuvent s’annuler) et imaginaires conjuguées. Les résultats 
principaux de cet article sont résumés dans deux Notes (*) que j'ai 
communiquées à l'Académie des Sciences. Je vais démontrer d’abord le 
théorème énoncé dans ma seconde Note et je l’appliquerai ensuite à la 
discussion des points singuliers d'un système différentiel du troisième 
ordre. 


————————————————_—…———_—_—__——_._—_——_._—_—_—_ À ee La 


(1) Cest-à-dire dont les coordonnées d'un point s'expriment en fonctions holo- 
morphes d’un paramètre et qui admettent par suite des tangentes déterminées. 

(*) Traité d'Analyse, t. 3, 3° édition, 1928, Paris, p. 28 et 209. On peut aussi trouver 
dans cet ouvrage une étude des points singuliers spéciaux, les centres, p. 214-223. 

(*) Bulletin des Sciences mathématiques, »° série, t. 45, 1921, p. 270-280. 

(5) Bulletin des Sciences mathématiques, 2" série, 1. 56, 193%. p. ST. 

(OO. Sede, Sev, 1. 202, seq san peoraq4 et 1738, 
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2. THÉORÈME. Dr Soit le système différentiel Z 


dx, M dr, ne #00 der 

Gee lee, ON Mn RTO! EE. Ten trans dti 
23) des id dx, 5 À dx, Al es dx 
Rese. 24, opel ge, 7 dati. wi ae ptr 
ty dy, at dy, ay AG Ayan; 

Bi vere Baie oo Bay + By Ie ee ae) Boss Vas + Bes Jas ei. 
= A) 6 eo dy, AE dy, RE dyn 
oe BAS 48 Bis gai tre MAMAACE ots a es us et adn. 
= od aoe =n. =— 113 


entre les 27 + p+ 25 + n + q variables, x; y, y; 3: nous supposons 
que les 2r coefficients a et les p coefficients À sont des constantes 
positives, et les 25 coefficients B et les x coefficients x des contantes 
négatives, et que les termes non écrits sont des fonctions holomorphes 
des variables æ, x; y, y; 3 de degré deux au moins en x, æ,y et y 
dans les 2r + p + 25 + n premiers dénominateurs, et de degré un au 
moins dans les q derniers. Le système X admet la multiplicité singulière 
représentée par les 2r+ p + 25 + n équations 


My Ly. oS Lop_-4 = Ly — 0, Ly, Lz... Lp=— 0; 


Was inl. soie aie 0} Ya SoS: SH Yn— 9; 


puisque, ces équations étant vérifiées, tous les dénominateurs 
s’annulent, et, le long de cette multiplicité singulière, l'équation carac- 
téristique a p racines positives, n racines négatives, 27 racines imagt- 
naires conjuguées à partie réelle positive, 25 racines imaginaires conju- 
guées à partie réelle négative et q racines nulles. 

Dans les hypothèses énoncées, en chaque point, soit z,, de coor- 
donnee 815, don 3. Fqes’ deta se us singulière, passent deux 
familles de caractéristiques du système X, La premuère est définie d'abord 
par n + 25 + q équations qu'on peut écrire symboliquement (') 


= P,(x, xs), 


(1) ) 7 
(2) = Pare), 
. (3) g= 5+ P,(x, 2/39), 


ig TT 
(1) Les trois équations symboliques (1), (2) et (3) remplacent respectivement les 
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et qui expriment les n + 25 variables y et y en fonctions holomorphes 
des x, x et des z, nulles à l’ordre deux avec les x et les æ, et les g 
différences 3—3, en fonctions holomorphes des x,x et des 3, 
nulles aussi avec les x et les 2; et d'autre part est définie, après substi- 
tution des n + 25 + q équations (1), (2), (3) dans les 2r+ p premiers 
rapports du système X, par un système différentiel d'ordre 2r+ p—1, 
dont l'équation caractéristique a 2r racines imaginaires conjuguées à 
partie réelle positive et p racines positives. 

Au total les caractéristiques de cette première famille engendrent en 
chaque point 3, de la multiplicité singulière la multiplicité à p+ 2r 
dimensions définie par les équations (1), (2) et (3); et, quand ce point 
varie le long de la multiplicité singulière, elles engendrent la multi- 
plicité à p+2r+ q dimensions définie par les n4+-25 équations (1) 
et @) 

»=Pi(a Ba), 
7=P, (x, xs). 


La seconde famille de caractéristiques est obtenue à partir de la 
première famille par échange des variables x, æety, y respectivement. 
et des coefficients «, À et 8, u, ou encore par changement des signes 
de tous les dénominateurs des équations £. Le long de la multiplicité 
singulière, les caractéristiques de cette seconde famille engendrent 
une multiplicité à nr + 25 + g dimensions, définie par les p + 2réqua- 
tions 


4 


r=P, (4, 7h), 
r= P!( y, 715). 
n, 28 et g équations suivantes : 

Ji Ps(a1, Da, eres lp Lily Ley see Lip, Lay | 31, 32, +.., Bq ) 
Mt. Jr 2D, 

Fi D(a, Way se.) lp Li; Vay ses Lars, Ley] Aly ds Le à Zy ) 
(eth a, fas); 

Si = Si + Pi (2x1, Way ss En; Li, Lay +66) Lapa, Lay | Flv) S20) +.) 370) 

Get, .., q), 


Ps, Py et Pi représentant des séries entières par rapport aux variables 2 et x, commen- 
cant respectivement par des termes de degré 2 et 1, au moins, et dont les coefficients 
dépendent respectivement des derniers arguments z et zy. 
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Pour démontrer le théorème énoncé, cherchons à déterminer au 
point z, de la multiplicité singulière la multiplicité engendrée par des 
caractéristiques du système © passant en ce point, et qui soit définie 
par les équations 


(4) Tr: Poe, aa), = Pa (a, go), a —2— PS, 250 ); 

la multiplicité cherchée aura p + ordimensions, etles coefficients des 
séries P,, P’, et P, dépendront en général du point 3, dela multiplicité 
singuliére. Si l’on désigne respectivement par Kygudey allie KichyKai 
Ce DCE X,; Yi; b gibt Veeup Vas) aa Xero Vs Zi ss €, Ly 
les dénominateurs du système %, et si l'on substitue dans l'équation 
aux dérivées partielles 


= = = 7) = O Ô 
(5) eis xX, af 39. Eee, A Xe} Ae xX OF 
Ox, 7. Diese, Hos Ox, 
7 = 0 
gy + 4 Xp 0 LT Let + Yos-4 ui 
0x; Xp he Oy’ Y2s—1 
0 of of of 
257 _— Y 3 Ne 5 Lx 
aay ined ‘Oy ‘Oy hr 
of 
PR +...+2Z, gy 
~ | ~2 ~~ 


qui détermine les intégrales premières du système >, chacune des 
n + 25 + fonctions 


(6) yr P, (x, 54), 7: = P, (x, xls), 3 — 3% — P,(x, By); 


‘ tirées des équations (4), en substituant en même temps dans les coef- 
ficients de l'équation (5) les expressions (4), on obtient n+ 25+ 9 
équations qui doivent étre satisfaites identiquement en fonctions des 
variables æ etx, et qui par suite déterminent de proche en proche et 
de façon unique les coefficients des séries entières P,, P, et P,. Pour 
démontrer leur convergence il suffit d’étendre Ja démonstration à 
l’aide de séries majorantes appliquée par Poincaré à un système diffé- 

rentiel du second ordre (*). 


RE  — — 


(2) Cf. Journal de Mathématiques, 4 série, t. 2, 1886, p. 155-157 et- 164; Œuvres, 
t. 1, 1928, p. 171-172 el 177; voir aussi le Mémoire de M. Cmazy, loc. cit, 5, p. 82-83. 
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Ensuite, si l’on substitue dans le système ZE les n+ 25 + q séries 
entières obtenues, ce système se réduit à l'égalité des 2r + p premiers 
rapports, donc à un système différentiel d'ordre 2r + p — 1. 

La multiplicité engendrée par la famille de caractéristiques, passant 
au point 3,, quand celui-ci varie le long de la multiplicité singulière, 
s’obtiendra par élimination des q variables >, entre les équations (4), 
d’où n+ 25 équations de la forme (1) et (2). 

En permutant les rôles des variables 2, x et y, y, on obtient la 
seconde famille de caractéristiques. 

On démontre aussi que le système È n’admet pas d’autres caracté- 
ristiques aboutissant à un point de la multiplicité singulière ou s'en 
rapprochant asymptotiquement, que les caractéristiques des deux familles 
obtenues, et la multiplicité singuliére elle-méme : par extension de la 
proposition de M. Picard ('), selon laquelle en un col d’une équation 
différentielle réelle n’aboutissent pas d’autres caractéristiques que les 
deux caractéristiques holomorphes. 

Selon la nature des racines de l’équation caractéristique, différents 
cas particuliers se présentent : 1° si les racines non nulles sont toutes 
réelles, on retombe sur le cas considéré par M. Chazy;,2° siles racines 
réelles non nulles sont toutes de méme signe et si toutes les racines 
imaginaires conjuguées ont leur partie réelle de signe contraire a 
celui des racines réelles, la multiplicité, donnée par les équations 


y — P,(zis), 
ES P,(zis), 


est l'extension de la surface lieu de caractéristiques mise en évidence 
par Poincaré en un point d'une ligne de foyers et la multiplicité 


y = PAG) 


peut être considérée comme l'extension de la surface mise en évidence 
par Poincaré en un col-foyer d'un système différentiel du second ordre. 


3. Appliquons maintenant ce théorème à un système différentiel 


(1) Loc. cit., p. 310, note (2). 
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du troisième ordre. Pour cela envisageons le système des équations 
différentielles 


(7) NA A 


où X, Y, Z, U sont des fonctions réelles et holomorphes des 
variables x, y, z, u pour les valeurs considérées. Toute équation du 
troisième ordre et du premier degré peut être ramenée à cette forme 
au voisinage d’un point singulier. Pour employer dans ce cas un mode 
de représentation géométrique, nous regardons x, y, 3, u comme les 
coordonnées d’un point dans l’espace à quatre dimensions. Par un 
point de cet espace passe en général une caractéristique et une seule 
définie par le système (7), il n’y a d'exception que pour les pornts 
singuliers, où les quatre fonctions X, Y, Z, U s’annulent à la fois. Ces 
points sont par suite les points d’intersection des quatre hyper- 
surfaces 


(8) Ê XK —0, Yo, Z'—0, Wo: 


Il peut arriver que ces hypersurfaces passent par une meme ligne ou 
par une surface dans l’espace à quatre dimensions. Alors tous les 
points de cette ligne ou de cette surface sont des points singuliers et 
l’on a une ligne singulière ou une surface singulière. 

D'abord nous allons considérer les points singuliers isolés. Soit O, 
æ=0,7=0,3—0,u—0, un tel point; pour classer les points sin- 
guliers, formons l’équation caractéristique 


OX -¢ ox ox ox 
Ox Oy Os Ou 
oY OVE Be eae oY 
dx dv Oz du 
(9) OZ o7. ume a7, oo 
Ox oy oe Ou 
au QU OU OU 
Ox oy PE du 


Supposons que cette équation n'a ni racine nulle ni racine multiple et 
qu'aucune des racines n’est égale à une fonction linéaire à coefficients 
entiers positifs des trois autres : conditions suffisantes sans être 


Ann. Ec. Norm., (3), LUI. — Fasc. 4. At 


Pg 
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nécessaires. Désignons respectivement par p, n, 27, 25 les nombres 
des racines positives, négatives, imaginaires conjuguées de partie 
réelle positive et négative. Ces quatre nombres," qui satisfont à la 


relation 
pin+ar+as=h, 


caractérisent le point singulier O et font connaitre la forme des carac- 
téristiques au voisinage de ce point; mais, toutefois, les points 
(p, n, r, s) et les points (n, p, s, r) doivent ètre regardés comme de 
même espèce, puisqu’on passe des uns aux autres par le changement 
des signes des racines S de l’équation (9). 

Au total le point singulier O peut présenter huit cas différents. Il 
peut être 


PRUDENT ES tees che ee PS. n= 0, PQ; S= 0; 
2° un col-neud......... p23, HT: 1-0; SU: 
AUOT En een so p=3, n=2 r= oO Cr 0 
fran col-foyer ss 002: ‘pat, RT FT; f=é, 
5° un nœud-foyer...... p=s, 7 —=0, TT, f=, 
6° un col-neud-foyer... p—2, ro! =; sr 
NOR POP LIN ROULE P=0, nS =a ie, 
8° un foyer-col......... po} Ss, PID 1; = A À 


Nous allons examiner successivement ces huit cas. 


1° NœŒuD : p—4,n—0,r—0, s =o. — Dans ce cas, d’après un 
théorème de Poincaré (‘), les intégrales générales des équations (7) 
peuvent se mettre sous la forme suivante : 


(10) = ——— +1. 


où H,, H,, H,, H, sont des fonctions de a, y, = et u, holomorphes 
dans le voisinage du point singulier et s’annulant en ce point, S,, S,, 
S:, S, sont les racines de l’équation caractéristique (9) et A,, As, Ag, 
A, des constantes d'intégration. Les équations (10) représentent 
cc" Caractéristiques qui vont toutes passer par le point singulier. 
Donc, dans le cas d’un nœud, 2° caractéristiques passent en ce point. 


(1) These, Paris 1879, p. 70, ou Œuvres, t. 1, 1928, P. CIX. 
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Exemple. — Le système 


A, B, C, D étant des constantes d'intégration. 

2° CoL-NŒUD : p—3,n—1,r—0,$—0.— En général dans ce cas 
on ne peut pas mettre les intégrales des équations (7) sous la 
forme (10); mais on sait qu’il existe d’après les recherches de Briot et 
Bouquet ('), sous des conditions d’inégalité entre les coefficients des 
fonctions X, Y, Z, U, qui sont satisfaites dans le cas actuel (*), quatre 
intégrales particuliéres des équations (7) qui sont de la forme 


(11) L= (PV), x =op:(r), SEsde bs u=9,(¢), 


BP) tt, 2, 3, 4 étant des fonctions holomorphes d’une variable r, 
s’annulant avec cette variable au point O. Donc dans ce second cas 
quatre caractéristiques réelles T,, T,, T, et T, passent par le point 
singulier O et, si l’on prend pour les axes des coordonnées les tangentes 
aux quatre caractéristiques réelles, les équations (7) conservent la 
même forme et les termes du premier degré de X, Y, Z et U se 
réduisent respectivement a 


Sash, A PR 


où S,, S», S; sont positifs et S, négatif. 
D’après notre théorème, au point O passent deux familles de carac- 
téristiques, la première forme une hypersurface 


C= U(r, 15) 


sur laquelle sont situées 20” caractéristiques, parmi lesquelles se 


Im 


(1) Journal de l'École Polytechnique, 36° cahier, 1856, p. 153-108. 
(2) Il suffit des hypothèses que nous avons faites relativement aux racines de Péqua- 


tion caractéristique (9). 
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trouvent aussi les caractéristiques T,, T., T, ; u — (a, y, =) désigne 
une intégrale holomorphe s’arinulant avec x, y, : de l'équation aux 


dérivées partielles 
RE, DLL 


La seconde famille de caractéristiques se réduit à la caractéristique 
isolée T,. 

Si selon le théorème antérieur on remplace dans les trois premiers 
rapports des équations (7) u par son expression Ÿ(æ, y, 3), on obtient 


les équations 
dx ‘ay ds 
1 Ko pIM 2" 


où, après substitution, X, Y, Zsont des fonctions holomorphes de x, y, 3, 
s’annulant avec ces variables, et dont les termes du premier degré se 
réduisent à S,z, Sy, S,z respectivement. On est donc ramené au cas 
des équations du second ordre, x, y, 3 représentant les coordonnées 
d’un point dans l’espace ordinaire. Les courbes définies par les équa- 
tions (12) sont les projections des caractéristiques situées sur l’hyper- 
surface u — (a, y, 3); mais pour ces projections le point singulier 
est un nœud, d’où la conclusion que toutes les caractéristiques situées 
sur l’hypersurface en question vont se croiser au point singulier O. 
Les autres caractéristiques, après s'être approchées plus ou moins de 
ce point, s’en éloignent et sortent de son domaine. 

Ainsi 0? caractéristiques formant une hypersurface et une caracté- 
ristique isolée passent au point singulier considéré, les autres restent à 
distance finie de ce point. 


Exemple. — Le système 
ar dy COS ae 


T a 5 Fu uw 


dont l'intégrale générale s’écrit 


À, B, C, D étant les constantes d'intégration. +? caractéristiques 


~ 
À ? 


C 


: @ ) 
eo a 
: À B 


TETE 
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2 Rs. 9 : . . Aoki 0 . , 
situées dans l’hyperplan u = 0, ainsi que la caractéristique isolée 
xO, y=o, 3 — 0, 


’ \ ° . ae ee 
c'est-à-dire l’axe des u, viennent passer par l’origine. Les autres 
caracteristiques, qui ont pour équations 


“cu = const., yu =const., Su = const. 


restent à distance finie de l’origine. 


3° Co. : p=2,n=2,r=0,s=0. — Soient parmi les quatre 
racines réelles de l’équation caractéristique (9) S,, S» les racines 
positives et S,, S, les racines négatives. Dans ce cas, comme dans le 
précédent, nous avons quatre caractéristiques réelles, T,, T., T, et T, 
de la forme (11) passant par le point singulier O, et, si l’on effectue le 
méme changement des coordonnées que dans le cas précédent, il 
existe d’après notre théorème deux familles de caractéristiques for- 
mant chacune une surface et passant au point singulier considéré O. 
La première de ces surfaces est donnée par l'intersection des deux 
hypersurfaces correspondant aux deux intégrales holomorphes 


a 


. 2 
~~ 
as TN alt a2 fe ML - 
(1 3 ) = — * Amn X Eyes. u — > Prin xm WE 


IN+n—2 +2 
de l'équation aux dérivées partielles 


OR OR TE 
ee ges PR a 


et les équations de la seconde surface s’obtiennent à partir des équa- 
tions de la première par échange des variables æ, y et =, u et 
des coefficients S,, S, et S,, S,. Parmi les quatre caractéristiques 
réelles, deux sont situées sur l’une des deux surfaces et deux sur 
l’autre. Remplacant dans le système initial (7) = et w par les séries 
entières obtenues, ce système se réduit à l'équation de la forme 
ae dy 
7p 


les premiers termes des fonctions holomorphes X et Y se réduisant 


24% 
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à S,x et S,y respectivement. Noussommes donc ramenés au cas d’une 
équation du premier ordre, æ, y étant les coordonnées d’un point dans 
le plan. Les courbes définies par la dernière équation sont les projec- 
tions des caractéristiques situées sur la surface (13), mais pour ces 
projections le point singulier est un nœud. Done o' caractéristiques 
situées sur la surface (13) passent par le point singulier O avec des 
tangentes déterminées. De même les caractéristiques tracées sur la 
seconde surface passent au point O; les autres restent à distance finie 
de ce point. D'où la conclusion : dans le cas d'un col deux surfaces 
passent au point O, formées chacune de æ' caractéristiques passant en 
ce point; les autres caractéristiques restent à distance finie de O. 


Exemple. — Le système 


dont l'intégrale générale est 


y 1 I 


i ie 


T — 
1 Gh eg Ce 


A, B, C, D désignant quatre constantes d’intégration. Dans ce cas une 
double infinité de droites 


f= 0, yY = 0, = =const., 


yom, US == Oy © — const., 
Jy 
situées dans les plans z =o, y=oet s=0,u=o respectivement, 
passent par l’origine; les autres caractéristiques restent à distance 
finie de ce point. 


i fos x on ry ~ + r ‘ 

1° COL-FOYER : p=1,N=1,7=1,s=0. — Dans ée cas, parmi les 
quatre intégrales particulières définies plus haut, deux seulement sont 
réelles, et par un changement linéaire de variables les termes du 
premier degré de X, Y, Z et U se réduisent respectivement à 


y+ Os9', —r+auy, Sys, Su (a> 0, a,>0, S,;>0, S,<o). 


Donc, d’après notre théorème, l’une des deux familles de caractéris- 
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tiques, passant au point O, forme une hypersurface contenant x’ 
caractéristiques, parmi lesquelles se trouve aussi l’une des deux 
caractéristiques holomorphes réelles mises en évidence par Briot et 
Bouquet, et l’autre famille se réduit à une caractéristique isolée, la 
seconde des deux caractéristiques réelles de Briot et Bouquet. Soit 


(14) u=O( 2, y, s<) 


l'équation de cette hypersurface, u = o(æx, y, =) désignant une inté- 
grale holomorphe s’annulant avec x, y, = de l’équation aux dérivées 
partielles 

du Ou Ou 


XXE A 
Ox: Lee 


N 
| 
Ge 


Si l’on remplace wu par o(x, y, 3) dans X, Y, Z et U, le système (7) se 
réduit à un système du second ordre qui représente dans l’espace à 
trois dimensions les courbes projections des caractéristiques tracées 
sur l’hypersurface (14), mais pour ces projections le point singulier O 
est un foyer. D’ou la conclusion suivante : x? caractéristiques formant 
une hypersurface admettent le point singulier O comme point asymptote, 
sauf l’une qui passe en ce point avec une tangente déterminée; une carac- 
_téristique isolée passe en O aussi avec une tangente bien déterminée. 
Toutes les autres caractéristiques restent à distance finie de O. 


Exemple. — Soit le système 
A ee de IS ea 
HT ER AN Ye ne EPL ST 


Les caractéristiques ont pour équations générales 


(2?+ 37) (LE) = 4 a+ 3—B=2— 0, (x? + y2)u?=C, 
A, B, C étant des constantes d'intégration. Les o* caractéristiques, 
s’approchant du point singulier O asymptotiquement et formant 
l’hyperplan u =o, sont des courbes d’intersection des cylindres et des 
cônes de l’hyperplan u = 0, donnés par les deux premières équations 
de l'intégrale générale; une seule de ces caractéristiques, l'axe des =. 


a3 OF Y —O, 16 20, 
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passe par l’origine avec une tangente déterminée. L’axe des u 


T—O, J —= 0; A = 0) 


est ici la caractéristique isolée passant par l’origine. Les autres carac- 
téristiques restent à distance finie de O. 


5° NŒUD-FOYER : p—2, N=0, r—1,s—0. — Soient S,, S, les 
deux racines imaginaires conjuguées à partie réelle positive, et soient 
S;,S, les deux racines positives. Dans ce cas, comme dans le cas 4, les 
intégrales générales des équations (7) sont de la forme 


D'ailleurs, pour simplifier l'écriture, nous pouvons poser 


H,= 7 + iz, H,= y — iz, ij ee HET 


les nouvelles variables æ, y, :, wu étant des fonctions holomorphes et 
réelles des anciennes, sans bien entendu leur être identiques. Les 
équations d’une caractéristique quelconque peuvent s’écrire 


Ss 


J +ix=(A +iBjuñ, 
Se 
y —ix=(A— iB)uS, 
Ss 
s=Cus, 


où A, B, C sont trois constantes réelles. Considérons l’équatidn 
générale 


(15) a+ J°+ 5° + u*= const., 


qui représente une infinité d’hypersurfaces, s’enveloppant mutuelle- 
ment et enveloppant le point singulier O. On se rend compte facile- 
ment que chacune des caractéristiques coupe chacune des hypersur- 
faces (15) en un seul point, si la constante du second membre est 
suffisamment petite : les hypersurfaces sont des hypersurfaces sans 
contact, analogues aux cycles et surfaces sans contact étudiés par 
Poincaré; donc une caractéristique, qui a pénétré une fois à l’intérieur 
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d’une hypersurface (15), ira en se rapprochant asymptotiquement du 
point singulier O. 

Mais il y a aussi quelques exceptions. Parmi les quatre caracté- 
ristiques qui existent d’après Briot et Bouquet, et qui passent au point 
singulier O avec des tangentes bien déterminées, deux seulement sont 
réelles et leurs équations sont respectivement 


(16) Li 0, Y=0, =O, 
et 
(17) cone oe PO, n= 0. 
Ensuite 
=O; y=0 


donne une surface contenant des caractéristiques qui passent par le 
point singulier avec des tangentes déterminées, et sur laquelle sont 
tracées aussi les deux caractéristiques particuliéres (16) et (17). Les 
autres caractéristiques, tracées sur les hypersurfaces 


£0 ou =o; 
et sur les hypersurfaces dont l’équation générale est 


TE ay? a - x 
ee: eee TES 


Girne u 


= const., 


admettent le point singulier O comme point asymptote. 

Donc, dans le cas d’un neud- foyer, «* caractéristiques sont en général 
asymptotes au point singulier O et parmi elles x" formant une surface 
passent en ce point. 


Exemple. — Soit le système 


de dy ds du 


Les caractéristiques de ce système ont pour équations générales 


y Li Ve f : if A 
(a?-+ y*) (==) =A. ax?+ y?— BSt=o, UC: 


et les hypersurfaces = =o et u =o, dont nous avons parlé plus haut, 
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sont les hyperplans s = o et u = 0, lieux respectifs des caractéristiques 
y + ix 


RE a 2 VE. sy J 2 2 Dw 
F0 (a+) (22) A, SUD u*—0 


et . . : 
2 2 J + lt ines 2 2 -2 — 
“io, (2 + y*) (LE) = a, L + y Den On 
Toutes ces caractéristiques admettent le point O comme point 
asymptote. A la surface engendrée par les caractéristiques ayant des 
tangentes déterminées correspond le plan des zu engendré par des 
droites 


cs, On rs 


hae 
qui passent par l’origine. 


6° COL-NOEUD-FOYER : p= 2, A—O0,r—0,s—1. — Dans ce cas, par 
un changement linéaire de variables, les termes du premier degré des 
X, Y,Zet U se réduisent à 


Pam + ir, —B.r+ 8,7, Sys, Syu (ha <0, Pr 6, 5, > 0,820) 


respectivement, et, en appliquant notre théorème et raisonnant comme 
dans les cas précédents, on trouve que æ' caractéristiques formant une 
surface passent au point O avec des tangentes déterminées, et æ' carac- 
téristiques formant une autre surface sont asymptotes à ce point; toutes 
les autres restent à distance finte de O. 


Exemple. — Le système 


dx Soe eo) ds du 
— =.) 
& u 


—L—Y own y 


qui peut étre discuté de la méme maniére que les exemples précé- 
dents. 


7° Foyer : p=0,n=0,r=2, s =o. — Dans ce cas les intégrales 
générales du systéme (7) sont de la forme 


où nous posons 
HH, = 9° = tae = = rz, 


=, + ts, IL=u— is, 
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les nouvelles variables x, y, z, uw étant comme antérieurement des 
fonctions holomorphes et réelles des anciennes. Les équations d’une 
caractéristique quelconque peuvent se mettre sous la forme 


à s, 
y+ix—=(A+iB)(u—iz)$, 
s 


y—iæ=(A—iB)(u +is)®, 
(u + is)s= C(u — is), 


ou A, B sont des constantes réelles et C est une constante imaginaire 
de module égal à un. Considérons l'équation générale 


(18) . e+ + + u?— const., 


qui représente une infinité d’hypersurfaces s’enveloppant mutuelle- 
ment et enveloppant le point singulier 0. On vérifie aisément que, si 
la constante du second membre est suffisamment petite, chacune des 
caractéristiques coupe chacune de ces hypersurfaces en un seul 
point. Par conséquent les hypersurfaces (18) sont des hypersurfaces 
sans contact : une caractéristique qui a pénétré une fois à l’intérieur 
d’une des hypersurfaces (18), ira en s’en rapprochant asymptotique- 
ment du point singulier considéré. Les quatre caractéristiques parti- 
culières, qui existent d’après Briot et Bouquet, sont dans ce cas 
imaginaires. Les autres caractéristiques, tracées sur les surfaces 


et 
ci 0, W105 


et sur les hypersurfaces d’équation générale 
x? + 7°? 


SiS, 
(+ Uf? S595 


= const., 


sont des spirales analogues à celles que nous avons déja rencontrées. 
Donc dans le cas d’un foyer” caractéristiques sont en général asymp- 
totes au point O sans qu'aucune passe en ce point. 


Exemple. — Le système 


La dy dz du 


= > — 2 
Gal a ae eae Ste 
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dont les caractéristiques ont pour équations générales 
yt te à 2 2 te) =8 2 2— C(z? % 
c. cy — 5 — |) = + y°=C(z + u 
oe +9) (t=) 2 Cayce } u—is yen Y ( ), 


A, B, C désignant trois constantes d’intégration. 


8° Foyer-coL : p—0,n—0,r—1,s —1.— Dansce cas, comme dans 
le précédent, les quatre caractéristiques de Briot et Bouquet sont 
imaginaires, et par un changement linéaire de variables les termes du 
premier degré de X, Y, Z et U se réduisent a 

G+ OY, —&®rtay, 65+8,u, —B.s+ Pu 
(a, > 0, Op > 0, (Di 0, bye Oe 

Par suite, en appliquant notre théorème, on trouve que deux surfaces, 
formées chacune de x' caractéristiques asymptotes au point singulier O, 
passent en ce point, les autres caractéristiques restent à distance finie 
de O. 

Exemple : le système 


ABT OT JG Sigh eat A 
Eby —ae#t+y  —5—-U  5—u 


Différents cas particuliers se présentent si les parties réelles 
de certaines racines imaginaires conjuguées de l'équation caracté- 
ristique (9) du système (7), ou plus généralement de l'équation 
caractéristique du système E, s’annulent; ces cas particuliers peuvent 
être considérés comme des cas limites, et ils ne se présentent pas si 
les fonctions X, Y, Z, U du système (7) ou si les fonctions corres- 
pondantes du système = sont les plus générales. Sur ces cas excep- 
tionnels je n’insisterai pas. 

Il reste à considérer les cas particuliers où les quatre hypersurfaces 
(8) se coupent suivant une même ligne ou suivant une surface. Sur 
ces cas particuliers je me contenterai des remarques suivantes. Si les 
quatre hypersurfaces (8) se coupent suivant une même ligne, qui est 
une ligne singulière, en chaque point de cette ligne une racine de 
l'équation caractéristique (9) est nulle, supposons que ce soit S, : 
après un changement de variables-les dénominateurs du système (7) 
présenteront, en général, l’un des quatre cas suivants. Ils pourront, si 
l’on écrit seulement les termes du premier degré, avoir la forme 

NS yeas Led RE, LES +1 LE 


“9 


SOU Ae Pee 
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et, ou bien S,, S,, S, sont de même signe, ou bien deux d’entre eux 
sont positifs et le troisième négatif. Ou au contraire les dénominateurs 
auront la forme 


XKSexe-48y+..., Y=—Bzr+ay+..., LES, U=..., 


a, 8 désignant des constantes, et S, est du signe de «, ou du signe 
opposé. On voit donc qu’on retombe en général sur les quatre cas 
distingués par Poincaré en un point singulier isolé de l’espace à trois 
dimensions : nœud, col, foyer et col-foyer. La ligne singulière elle- 
même est l’une des caractéristiques passant au point considéré. Ainsi 
la ligne singulière peut se décomposer en arcs formés de points singu- 
liers qui sont tous de même espèce. Les points qui séparent ces arcs 
les uns des autres-ou les points multiples de la ligne singulière sont 
des singularités de nature plus compliquée. 

De même dans le cas où les hypersurfaces (8) se coupent suivant 
une surface, qui est une surface singulière, en chaque point de cette 
surface deux racines de l'équation caractéristique (9) sont nulles, 
soient S, et S,. Les dénominateurs du système (7) peuvent présenter 
alors trois cas. On peut avoir 


NS Li. EP A Fe LE (TEST 


et S,, S, peuvent être de même signe ou de signes opposés, ou bien X 
et Y peuvent avoir pour termes du premier degré 


ax+By,, —Brt+ay, 


a, B étant des constantes. Donc en général on retombe sur les trois 
cas distingués par Poincaré en un point singulier isolé du plan 
nœud, col et foyer. La surface singulière elle-même comprend deux 
caractéristiques passant au point singulier considéré. Les points qui 
séparent les régions de la surface singulière, dont tous les points 
sont des nœuds, des cols ou des foyers, sont des singularités de 
nature plus compliquée. 

Remarquons encore que si l’ordre du système différentiel augmente, 
le nombre des espèces de points singuliers croit très rapidement, mais 
dans le cas général les singularités peuvent être discutées au moyen 
du théorème énoncé plus haut. 
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LIEU DES POINTS 


DONT LES 


RAPPORTS DES DISTANCES A TROIS DROITES FIXES 
RESTENT CONSTANTS 


BIQUADRATIQUES, CUBIQUES GAUCHES 
ET DEGENERESCENCES 


PAR 


MM. Bertrano GAMBIER (Lille) ET CHARLES H. ROWE (Dublin). 


|. Introduction. — Le présent travail est du à la collaboration de 
M. Gambier et de M. Charles H. Rowe. Ce dernier avait remarqué que, 
st l'on choisit arbitrairement trois droites de l'espace euclidien à trots 
dimensions, tl existe quatre cubiques gauches telles que, pour chacune, 
les rapports mutuels des distances aux trois droites d'un point variable 
de cette courbe restent constants; l'ensemble constitué par une telle 
cubique et les trois droites, droites qu'il sera commode d’appeler 
directrices, dépend de douze paramètres ; il restait à voir si, inverse- 
ment, une cubique gauche I étant donnée, il lui correspond un nombre 
fini ou infini de tels systèmes de trois directrices. M. Rowe avait signalé 
ce résultat particulièrement élégant que, pour une cubique gauche 
horopter, il existe 00° systèmes, non seulement de trois directrices, mais 
méme de quatre directrices. M. Gambier a imaginé de considérer les 
quadriques orthogonales qui passent par une cubique gauche, puis de 
considérer les cubiques comme la dégénérescence d'une biquadratique 
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décomposée en cette cubique et une sécante double de la cubique et 
enfin d’étudier les biquadratiques spéciales susceptibles d’étre définies 
comme lieux de points dont les rapports des distances à trois droites 
fixes restent constants. 

A partir de ce stade, le problème a été résolu complètement, grace 
à la collaboration étroite des deux auteurs qui n’ont plus eu qu’un but, 
à savoir, non pas d’essayer de se devancer l’un l’autre, mais de réunir 
leurs efforts pour surmonter les obstacles. C’est ainsi que deux lettres 
se sont croisées pour communiquer le résultat relatif aux biquadra- 
tiques (à dix paramètres) qui admettent 2»? générations avec quatre 
directrices : M. Rowe faisait remarquer qu'elles étaient l'intersection de 
deux cylindres de révolution arbitraires, M. Gambier faisait remarquer 
que, seules admettent ©* générations avec quatre directrices les biqua- 
dratiques ayant un axe de symétrie et de plus ayant leurs points à 
l'infini aux sommets d'un quadrilatère circonscrit à Vombilicale. 

Inutile d'indiquer désormais à quel auteur tes résultats isolés sont 
dus; la question se trouve exposée synthétiquement, la rédaction 
étant due à M. Gambier. 

Nous commençons par l'étude des biquadratiques spéciales (à 14 
paramètres au lieu de 16) qui admettent une génération à trois direc- 
trices : cette propriété eët appelée propriété A; la biquadratique géné- 
rale admet simplement la propriété A’ qui peut s’énoncer ainsi : on 
peut trouver (de huit façons différentes) trois couples de droites (D ,,D;), 
(D,, D,), (D Ns D, ), telles que les droites de méme indice soient paral- 
lèles et que la biquadratique soit commune aux quadriques orthogonales 


t 2 N: D F TN: o THe » Th 
(A’) m3; Di — m3 D? = 0, me De — m? D? = Où m° D? = mi D? =. 


où M,, My, M; sont trois constantes numériques définies à un facteur près 
de proportionnalité. (D,, par exemple, signifie, dans cet énoncé, la 
distance d’un point à la droite D,.) 

On passe aux biquadratiques spéciales ayant la propriété A en sup- 
posant que D, coincide avec D,, auquel cas, automatiquement, D, et D, 
coincident, ainsi que D; et D,, de sorte que les équations (A’) sont 
remplacées par les équations (A) 


272 à DA 2n°? ‘ ‘ 
(A) m?D3— m3? D3=o0, miD;— m? D?=0, m; Di — mi D2=0. 


RAPPORTS DES DISTANCES A TROIS DROITES FIXES. Soa 


La biquadratique la plus générale parmi celles qui admettent la pro- 
priété A n'admet qu'une génération par le moyen de trois directrices. 

Les biquadratiques, dont les quatre points à Vinfini sont aux sommets 
d'un quadrilatère circonscrit au cercle de l'infini, sont bases d’un faisceau 
de quadriques orthogonales; les diagonales du quadrilatère indiqué défi- 
nissent, par leur point commun, une direction d’axe commune aux qua- 
driques du faisceau; si les axes en jeu sont, pour les diverses quadriques, 
simplement parallèles, mais non confondus, on obtient x! générations 
et la courbe est l'intersection de deux paraboloides de révolution; si les 
axes sont confondus, on a ©? générations à quatre directrices, la courbe 
étant l'intersection de deux cylindres de révolution arbitraires et récipro- 
quement. 

Une autre particularisation consiste à supposer que les deux parabo- 
loides tendent à se confondre; autrement dit on supposera que l’on 
étudie une famille de paraboloïdes à un paramètre, tous de révolution 
et l’on prend la caractéristique de l’un d’eux; elle a deux directions 
infinies isotropes et une branche parabolique dans la direction infinie 
perpendiculaire aux deux précédentes : toutes ces courbes ont ©" géné- 
rations. De méme, la courbe d’intersection de deux cylindres de révolu- 
tion confondus a deux directions infinies isotropes et un point double 
dans la direction in/finte perpendiculaire aux deux précédentes : elle 
admet æ° générations. Mais il existe des biquadratiques dont les points 
à l'infini offrent la configuration citée en dernier lieu et qui ne peuvent 
être considérées comme intersection de deux cylindres de révolution inji- 
niment voisins : ces courbes n'admettent aucune génération de l'espèce 
étudiée ict (ou plutôt elles admettent æ' générations dégénérées ou 
deux directrices se sont réunies en une seule). 

Toutes ces propriétés seront obtenues aisément, en remplaçant 
d’abord la biquadratique par les droites parallèles aux directions asymp- 
totiques issues d'un méme point. 

Pour une cubique gauche T, on étudie d’abord les x” quadriques 
contenant I et, parmi celles-ci, les æ' quadriques orthogonales. On 
voit ainsi que la cubique gauche générale admetun nombre fini de génc- 
rations à trois directrices; pour chacun de ces modes, la cubique est 
complétée par une sécante double particulière de facon que le total 
donne une biquadratique (décomposée) admettant la propriété A. 
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Certaines cubiques gauches admettent «' générations à trois directrices; 
la cubique gauche « horopter » admet æ*? générations à quatre direc- 
trices. ‘ 

Nous donnerons ensuite quelques précisions rapides sur le cas des 
autres dégénérescences d'une biquadratique ou sur le cas des courbes, 
telles les coniques, qui sônt une portion de biquadratique dégénérée. 


2. Quadriques orthogonales. — Le lieu des points dont le rapport 
des distances à deux droites fixes D,, D, est constant est une quadrique 
Q dite orthogonale. Cette dénomination, qui n’est peut-être pas très 
heureuse, est due aux géomètres allemands qui ont les premiers 
signalé les propriétés de ces quadriques. Cette dénomination est quel- 
quefois remplacée en France par quadrique de Hachette (nous appelle- 
rons axe de Hachette, pour une telle quadrique, celui qui correspond 
à la racine de l’équation en S égale à la somme des deux autres). 

X et X’ étant les premiers membres des équations des plans iso- 
tropes issus de D,, on peut disposer des facteurs de proportionnalité, 
intervenant pour définir X ou X’ d’une façon précise, pour que le pro- 
duit XX’ représente le carré de la distance du point général de l’espace 
à D, et que, de plus, si D, est réelle, X et X’ soient imaginaires conju- 
gués ; la quadrique Q a une équation de la forme 


m? XX! — m3 YY'—0, 


en supposant que Y et Y’ sont les éléments analogues pour D,. 

Nous avons engagé neuf paramètres pour obtenir Q : à savoir 4 pour 
D,, 4 pour D,, puis le rapport numérique m,:m,; mais il faut remar- 
quer que la quadrique Q obtenue ici n’est pas quelconque, qu'elle ne 
dépend, elle toute seule, que de huit paramètres et que pour chaque 
quadrique Q orthogonale, il existe ©‘ systèmes D,, D, correspondants, 
de sorte que c’est l’ensemble (Q, D,, D, ) qui fait intervenir neuf para- 
mètres. La propriété concernant Q ne fait d'ailleurs intervenir que le 
cône asymptote; st nous coupons par un même plan le cône q des direc- 
tions asymptotiques de sommet O et le cône isotrope 1, x°+ y? + 3°— 0, 
nous obtenons deux coniques dont la première est circonscrite à æ" qua- 
drilatères circonscrits à la seconde (*). Il est commode de prendre comme 


(1) Il est naturel d'appeler droite focale d'une quadrique Q toute droite D telle que 


PS Win 72 Pe 
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plan de section le plan 3 =1, de sorte que dans l’équation homogène 
du cône asymptote étudié g — o de la quadrique Q =o, en regardant 5 
comme une variable d’homogénéité, l'équation de la conique, dans le 
plan s =r, sera encore g =o; Ë, E', n, 7! étant les plans isotropes 
parallèles à X, X’, Y, Y’, issus de l’origine, l'équation de g est 


Pies 3h D3 NE 
mi Œ'—m;nn—0o, 


de sorte que Ë—o et &’ = o sont deux côtés opposés d’un quadrilatère 
de Poncelet annoncé, 7 — 0 et 7/=0 les deux autres côtés; les diago- 
nales de ce quadrilatère joignent les points m,(€=7—0),, m,(£—1—0) 
pour l’une, m,(Ë = y= 06), m,(& = 7 = 0) pour l’autre, et se coupent 
en un point p qui a même polaire par rapport aux deux coniques et 
cette polaire est la droite réunissant les points communs aux couples 
de côtés opposés; le point p est fixe pour tous les quadrilatères et la 
droite Op donne l’une des directions principales de la quadrique Q; 
c'est la direction obtenue comme droite double du cône dégénéré 
q+\(æ + y?+ 37) =0 obtenu pour la racine de l'équation en À égale 
à la somme des deux autres, ou, si l’on préfère, égale à la demi-somme 
des racines; |’axe correspondant est l’axe de Hachette; c’est la la con- 
dition analytique obtenue pour Q; avec les notations classiques, 
l'équation en À s’écrit : 


A+A(a+a+a")+ (A+ A+ A") +=, 


et l'équation de condition satis faite par Q est 
(E) BA — 4(A-+ A'+A")(a+ a+ a")+(A+A'+ A") —o. 


[Il est intéressant de signaler que A + A’+ A"— 0, joint à cette rela- 
tion, entraine À — 0; si donc le cône asymptote est équilatère, il se 
décompose et la quadrique est un paraboloide équilatère; A =o entraine 


NN —— NSSF 


les deux plans tangents menés de D à Q soient isotropes; les focales d’une quadrique 
forment une congruence; si /a conjuguée d'une focale est elle-même droite focale, la qua- 
drique est orthogonale et admet =! couples de focales conjuguées. Quand les deux droites 
focales D,, Ds sont réelles ainsi que nu, mz, la quadrique est réglée (au point de vue 
réel). 
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soit À + A’+ A’=o0, ce qui est le cas précédent, soit 


(A+ A’+A")?=4(a+a’+a"), 


ce qui donne le paraboloïde de révolution (')]. 
Pour tout quadrilatère de Poncelet relatif à g et I, on trouve deux 
réductions de Q à la forme 


m? D? — m3 DJ =o 


obtenues en remplaçant le couple D,, D, de l’une par le couple symé- 
trique relativement au centre (si Q est un paraboloide équilatère, il 
n’y aqu’une réduction); il suffit de déterminer les génératrices de Q 
parallèles à Om,, Om,, Om;, Om, et d'associer celles qui sont alter- 
nativement du premier et du second système de façon à obtenir deux 
quadrilatères gauches tracés sur Q, dont les faces sont isotropes; les 
diagonales d’un tel quadrilatère donnent les droites D,, D, dont chacune 
rencontre a angle droit l'axe P de Q parallèle à Op; D, et D, sont con- 
juguées par rapport à Q. Quand on passe d’un système (D,, D,) à un 
autre système (D,, D,) le rapport m, :m,, s'il s’agit d’un paraboloide 
équilatère reste égal à un; s’il s’agit d’une quadrique qui n’est pas un 
paraboloïde équilatère, il varie et prend toutes les valeurs autres que 
l'unité. 

On peut remarquer encore que, si l’on prend un point A arbitraire 
sur l’axe P, il passe en A une quadrique homofocale à Q, non dégé- 
nérée en un plan double; elle admet A pour sommet et possède deux 
génératrices issues de A : on peut prendre pour D, l’une d’elles (D, 
étant alors la conjuguée de D, vis-à-vis de Q); le lieu des droites D, 
est done un conoide droit C de degré 4, dont P est droite double, ainsi 
que la droite à l'infini dans le plan perpendiculaire sur P. Il est inté- 


(1) En réalité, si Pon n’exelut pas les quadriques imaginaires, et si 
q = (ur + 07 + ws) (u' x + oy + W's), 


l'expression (A + A+ A {Qu + a + a") se réduit à (u2 + e+ a?) (Ww? v2 2) 
de sorte que l'un des plans directeurs est isotrope. Nous verrons certains cas où nous 
ne pouvons éliminer certaines quadriques imaginaires. Dans le cas où lun des plans 
directeurs seul est isotrope, les quadrilatères de Poncelet ont deux côtés consécutifs con- 
londus avee celle des deux droites, formant g, qui est tangente au cerele de l'infini. 
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ressant de signaler que le paraboloide de révolution est une quadrique 
orthogonale qui n’admet aucune génération comme lieu de points dont 
le rapport des distances à deux droites fixes reste constant; même 
remarque pour le cylindre hyperbolique équilatère; mais un cylindre 
de révolution ou un couple de deux plans rectangulaires admettent 
æ ? générations et non seulement æ". 


5h Biquadratiques gauches. Propriété A’, propriété A. — Le lieu 
des points dont les distances à trois droites directrices D,, D., D, sont 
entre elles comme les inverses de trois nombres donnés m,, m., m, 
est défini par les équations 


9 


m? D? == m3 Dé es D3. 


C’est done une biquadratique définie comme courbe commune aux 
trois quadriques orthogonales Q,, Qs, Q; : 


(On m3; Di— m2 Dj=0, 
(Q.) me? D?— m} Dj=0, (Q,+ Q.+ Q; =9), 
(Q.} m? D? — m3 D; o. 


Une telle biquadratique @ ne dépend que de 14 paramètres au plus, 
car D,, Ds, D, font intervenir 4 paramètres chacune; on a ensuite à. 
indiquer les rapports mutuels de 12,, m,, 733 @ priort, on peut simple- 
ment affirmer que @ dépend de (14 — /) paramètres où hestun entier 
positif ou nul, l'ensemble (D;, D., D.) dépendant, quand ® est connue, 
de À paramètres. La discussion ya montrer que Ventier inconnu h est 
nul. Or la biquadratique générale dépend de 16 paramètres, donc celles 
qui possèdent la propriété À sont des biquadratiques spéctales. 

Nous savons construire toutes les biquadratiques spéciales en jeu, 
puisqu'il suffit de donner D,, Dz, D, et les rapports 1, 2M. 205. Ils’agit 
done désormais d'indiquer comment on peut reconnaitre st une biqua- 
dratique 6 donnée possède ou non la propriété A. Cette question inverse 
entraine manifestement la recherche des quadriques orthogonales 
contenant @. Or la relation E du numéro précédent, appliquée aux 
quadriques du faisceau Q+ u.Q' =o fournit une équation de degré 3 
en !4 : supposons d'abord que cette équation ne soit pas identique, ce 
qui revient à dire que les points à l'infini de la biquadratique (Q, Q°) 
ne sont pas aux sommels d'un quadrilatère circonsertt alombilicale. 


22% 
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Si les trois racines en x ne sont pas distinctes, nous ne pouvons 
évidemment pas avoir la propriété A; nous les supposerons donc 
distinctes. Nous avons trois quadriques orthogonales Q,, Q:, Q; conte- 
nant @. (Remarquons en passant que nous pouvons choisir au hasard 
deux quadriques orthogonales Q,, Q; pour définir une biquadratique 8, 
qui se trouve, par comparaison avec ce qui précéde, étre la biquadra- 
tique générale, dépendant des (8 + 8) paramétres nécessaires pour 
définir Q,, Q.; on n’a plus qu’une équation de degré 1 à résoudre 
pour avoir Q.. Les axes de Hachette déjà signalés, P,, P;, Ps de Q,, 
Q., Q; ne sont pas parallèles (nous verrons que si P, et P, sont paral- 
lèles, la biquadratique est base d’un faisceau orthogonal); de la sorte, 
si la propriété A existe, D, est la perpendiculaire commune à (Ps, P;), 
D, a(P;, P,) et D, à (P,, P,); les rapports m,:m,:m, s’obtiendraient 
ensuite en prenant un point de la biquadratique et prenant les rap- 
ports des distances de ce point à D,, D,, D, ; ceci prouve qu’en cas de 
succes, si effectivement P,, P,, P; ne sont pas parallèles, l’entier 


inconnu est nul et même que le nombre fini de générations est égal à : 


un (') (en cas de possibilité, bien entendu). Il n’y a donc que deux 
conditions à réaliser pour que @ possède la propriété A : il est, 
d’après ce qui précède, nécessaire et suffisant que l'un des plans iso- 
tropes issus de D, (perpendiculaire commune à P, et P,) soit tangent à Q, 
et Q, (en vertu de la symétrie autour de P, pour Q, et D,, le second 
plan isotrope issu de D, est tangent à Q,, si le premier est tangent). 
Bien entendu on pourrait exprimer le résultat de bien d’autres façons : 
ce qui vient d’être expliqué, prouve que cela revient à dire que D, est 
génératrice du conoide €, et du conoïde €, ; mais peu importe. 

Il est naturel de remarquer ici qu’en mettant en évidence, comme 
plus haut, les plans isotropes X, X’ issus de D,, Y et Y’ issus de D,, Z 
et Z'issus de D,, les équations, obtenues en cas de succès, 


ht Ady os et ke 


prouvent que la donnée des droites D,, D,, D, détermine huit potnts, bases 


Eee 


(1) Si la quadrique Q, est un eylindre de révolution, elle admet +? axes de Hachette et 
le raisonnement employé cesse de valoir pour ce cas; si Q: est une quadrique orthogo- 
nile queleonque, le résultat subsiste néanmoins (vodr la Note 2 en fin de mémoire). 
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d'un système æ? de quadriques, définis par XX'= YY'=ZZ'=o0 et 
communs à toutes les biquadratiques spéciales correspondantes (obtenues 
en faisant varier les rapports m,:m,:m,); réciproquement, toute biqua- 
dratique passant par ces huit points possède la propriété A, car elle est 
l'intersection de deux quadriques 


aXX'-+ BYY'+yZZ'=0, a, XX'+B, YY’ +7,ZZ’=0 


et par suite les rapports mutuels XX’: YY’:ZZ' restent invariables le 
long d’une telle courbe. Nous avons ainsi huit points que nous repré- 
sentons schématiquement par l'intersection de trois plans isotropes 


RAY Gy eae. 4 ay Meee. CAP 
XIV 2 XYZ 0 XVE, KET, 


et il est clair que la corde qui joint deux points opposés (XYZ et 
X'Y'Z!, par exemple), réunie à la cubique qui est définie par les six 
autres, est l’une des biquadratiques (dégénérée, il est vrai) du sys- 
tème 07; si D,, Ds, D, sont réelles, les points opposés sont conjugués, 
de sorte que nous avons ainsi démontré qu’à tout système de trois droites 
réelles correspondent quatre cubiques réelles définies comme lieu (partiel) 
des points dont les rapports des distances à ces droïtes sont égaux à cer- 


i! : 
constantes choisi 


taines es convenablement. Nous reviendrons plus loin 


sur cette propriété. 

Cherchons maintenant une biquadratique @ (n’appartenant si pos- 
sible qu’a trois quadriques orthogonales) et susceptible de plusieurs 
générations : d’après ce qui a été dit, il faut que P, et P, soient paral- 
lèles (ou confondus), mais alors, puisque Q,, Qs, Q, font partie d’un 
même faisceau ponctuel, P, est aussi parallèle à P, et P,. Si les axes 
P,, P., P; sont déstncts, sim plement paralléles entre eux, on choisit 
l’axe des = parallèle à leur direction commune et l’on a pour la biqua- 


dratique des équations 


m2[(5+ 1) + (x cosa + y sin; + pi) | 
= m[(s +.) + (£ cosa + y sinæ, + Ps) | 
— m2[(s+h,)? + (x cosa;+ y sing, + p:)], 


puis un systeme d’équations analogues, où L;, pi sont remplacées par 
h’,, p; et où les m; sont conservés (comme cela se voit en prenant les 
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points à l'infini) 


m [(s+4,)+ (rcosa, + ysing,+ pi}] 
= m?2[(s + 4, + (æcosx, + y'sinæ, + p,)*] = mil.. :]. 


En retranchantterme à terme, on obtient des équations 


me { (li, = hy) (25 + hy EM) + — Pi) (2 reser, + ay sina + pa + Pi) 


Svs (one | a ee |. A, 


vérifiées par tous les points de la courbe : ces dernières équations 
doivent toutes se réduire à une identité, sinon le lieu serait ou une 
droite ou un plan; en supposant &,, 42, &, différents ('), on voit aisé- 
ment que cela entraine 


P= Py Ps= Py Pipe MEN — hy) = mi, hz) = mz (hy — hs), 
h,+hi=h+hy=h;+ hy. 


Il résulte aussitôt de ces dernières équations que, par un transport 

de O le long de Os, on peut supposer nulle la valeur commune de 

h +h, ho +h’, h,+h,, et on a la biquadratique 

(s+h,)?+ (ccosa, + 1.sinz,+p,)? (s+ h,)? + (rcosa, + y sina, + p*)* 
h, ” h, 

Vo BY + (r COS&;+ ) sin A; + P:)° 

Re hoc MO ANTON 


Changer, aux numérateurs, (s + /;)? par (s — /;)? revient à retrancher 
de chaque rapport la quantité 4s, de sorte que nous obtenons ainsi 
une nouvelle représentation où les droites D,, D,; D;, parallèles 
d’ailleurs au plan horizontal, sont remplacées par leur symétrique 
chacune relativement à ce plan; si l'on retranche simplement 23 à 
chaque rapport, on voit que seuls les termes en 3? ou indépendants 
de = subsistent, de sorte que nous reconnaissons la symétrie de la 
courbe relativement au plan horizontal. Or, on voit aisément que les 
biquadratiques que nous venons de signaler appartiennent au cas 
exceplionnel réservé : chacune définit un faisceau de quadriques ortho- 


(') On verra plus bas que, pour une courbe intersection d'un eylindre de révolution 
el Pon paraboloide de révolution, x, et x: sont égaux. * 
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gonales; et même, plus généralement, le réseau déjà signalé 


A[(s + h,)?+ (xcosa, + ysinx, + p,)?] 
+ Bi(s+h.)?+...]+C[(s +h;)?+...J=0 


donne des quadriques d’équation 
Ba oar (een) Oye wee O, 


où nous n’avons écrit que les termes du second degré, toutes orthogo- 
nales. Cet exemple n’en est pas moins intéressant; nous y reviendrons 
plus tard. 

Supposons maintenant que les axes spéciaux de Hachette P,, P», Ps 
soient confondus : il suffit pour cela que P, et P, soient confondus, 
car la courbe @ possède alors comme axe de symétrie cet axe lui- 
même. Nous écrirons donc les deux équations de la courbe sous la 


forme 
ax + (1—a)y += 0, 


if 


a! (x2 cosa+ y sina + (1 — a’) (.csina — y cosa)} + (3 + h}— 0". 


D'après ce qui a été expliqué, les droites D relatives à la première 
quadrique sont les génératrices issues des sommets d’une quadrique 


a Si Je3 | = 
I I i 
=a p eae 
a 


La 


* 


Nous écrivons donc les équations d’une telle droite sous la forme 


== 10 A jo 


(C,) oo en 


Il est suffisant que cette droite appartienne à la famille analogue 


(x cosa + ysina)* (æsina — J'cosa) ae 
¥ cie 7 ==:0;: SES he 


I (252 h)? . [ " (sy h}° ty 
74 b’ 1— a b! 


(C2) 


Nous avons mis en évidence les deux conoides annoncés plus haut, 
qui ont ici tous deux Os pour droite double commune et aussi la 


f 
Ann. Ec. Norm., (3), LIL. — Fasc. 4. Ah 
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droite à l'infini des plans horizontaux ('). Les équations de ces deux 
conoides sont de la forme 


s*(2*+ y?)=Az*+ Cy’, : 
(+h)? (a*+ y?) =A! 2t4+- 2B'zy + C’y*. 
La seconde équation, tenu compte de la première, peut s’écrire 
s(a*+ y) = Az + 2B,xy + C7° 
et l'élimination de s donne 
(Aa? + Cy*) (a+ y?) = (Ara? + 2B wy + Giy*}, 
de sorte que l’on trouve quatre droites D, permettant d'écrire l’équation 
de la première quadrique sous la forme 
7 m? D3 — mi Do 
et celle de la seconde sous la forme 
m? D?— m? D}=0; 
mais il faut remarquer ici encore que toutes les quadriques qui con- 


ttennent cette biquadratique sont orthogonales, car les termes du second 
degré d’une telle quadrique sont encore de la forme 


si+ p2*+ (1— p)y*+ aony. 


Nous avons obtenu en passant ce fait remarquable que cette biquadra- 
tique admet x° réductions de l'espèce indiquée dans ce travail, car les 
deux quadriques envisagées sont, finalement, deux quadriques quel- 
conques, issues de la courbe. Ce résultat sera approfondi au paragraphe 
suivant. 

Le fait remarquable qui résulte de cette discussion est le suivant ; 
une biquadratique qui n'a pas ses points à l'infini aux sommets d'un 


+ I Er mo leren : ‘ re | 
(2) Sl a 5» le conoide C, se réduit à deux plans d’équation 3 = 7 ÿb = 0, ear Péqua- 
tion de la surface 2° + y? + 2(s?— b) = o s'écrit immédiatement sous la forme 
‘ î * Ir\s < ae 
[Ce cosw — y sinw)?+ (s—iy b)?| + [Ge sinw + y cosw)?+ (3 + iv b)] 10: 


On trouve encore quatre droites Pi. 
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quadrilatère circonscrit à l'ombilicale admet ou zéro ou une génération 
comme lieu de points dont lesrapports des distances à trois droites fixes 
restent constants. . | 

Posons-nous donc la question suivante : une biquadratique G est 
supposée ne pas admettre cette propriété À : quelle propriété peut-on 
substituer à A? 

La réponse est bien simple; nous considérons les trois quadriques 
orthogonales Q,, Q,, Q; déjà indiquées et leurs sections par le plan de 
l'infini (ou, si l’on préfère, les cônes asymptotes g,, 72, g, ayant leur 
sommet à l’origine, ou encore, et c’est ce que nous adoptons désor- 
mais, les sections de ces cônes par le plan s=1, désignées encore par 
Qi» Is» Js): 

Les diagonales des divers quadrilatères de Poncelet fournis par g; 
concourent toutes en un point p, (pôle double de g, et de la section y 
du cône isotrope æ° + y? + s?=0); de même q, donne le point ps; la 
droite p,p, a son pôle w,, relativement à y, situé au croisement de la 
polaire de p, par rapport à y et g, et de la polaire de p; relativement 
à yet g:, de sorte que les tangentes à y issues de w, fournissent les 
deux côtés apposés Ë et £ d'un premier quadrilatère circonscrit à y et 
inscrit dans gz, puis d’un second quadrilatére analogue relatif à y 
etg; : on a donc 


pg;= m?E— mit —0,  ocq:= mf! — minn = 0, 
d’où il résulte évidemment que la conique 
092-793 = m3 nn’ — mic 


coincide avec q,; la figure nous fait considérer les trois coniques 14e 
Ga» Ys, les points Pi, Po» Ps de concours des diagonales des quadrila- 
tères de Poncelet fournis par y et ces coniques, les pôles ,, 2, w; 
relativement à y des droites ps P3, PsP1> Pi Ps; (Ee he iy Td bes Gy) 
sont les tangentes issues de w,, 2, ©, à y (ou encore les tangentes 
à yen ses points de rencontre avec p:Ps» PsP.» Pips). Si maintenant 
nous considérons les quatre droites Om,, Om, Om,, Om, communes 
aux trois cOnes 4), Jo, Js, autrement dit paralléles aux asymptotes de 
la biquadratique @ issues de D, elles sont définies par les équations 


ma ce mean Mme CG 
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donc possèdent la propriété À pour le système Ow,, Ow,, Ow; et les 
nombres m,, m.,, m; (les droites Ow,, Ow,, Ow, forment un véritable 
trièdre ). . 

Ce point établi, en revenant à la courbe &@ clle-méme, on trouve 
pour la quadrique orthogonale Q, deux systèmes de deux focales asso- 
ciées D, et D, parallèles à Ow, et Ow, fournissant pour Q, la réduction 


(Q:) m2 D? — m?D?—o, 
de même sur Q,, deux focales D,, D, parallèles à Ow,, Ow, : 


(Q,) m? D?—m ni Di=0; 


de mème sur Q, deux focales D;, D, parallèles à Ow,, Ow, : 
(Q:) m? Di — mz Di o. 


C’est la propriété A' indiquée au début de ce travail; et il n'y a, pour une 
biquadratique quelconque 0, que huit façons de mettre les équations 
de ® sous cette forme, où les droites de méme indice sont parallèles. 

Il est bien clair que deux quadriques orthogonales Q,,.Q. étant 
données et le couple (Ds, D,) étant obtenu pour Q,, (Dy, D,) pour Qs, 
si l'on déplace d’un mouvement de translation la quadrique Q, sans 
toucher à Q,, l'axe D, pourra venir coincider avec D, (et cela donne 
deux équations manifestement distinctes): la courbe @ obtenue alors 
comme intersection de Q, et Q, a deux équations 


m5 D5 — mz D? = o, m? D? — m? D'=0o 


(en supprimant le surlignage devenu inutile pour D,) et nous avons 
transformé la propriété A’ en la propriété A. Ce qui a été ditsur l’uni- 
cité de A prouve d'ailleurs que si A est réalisé, il reste sept facons 
d'obtenir A’ relativement à la courbe @. 


Quartiques bases d’un faisceau orthogonal. — Sz la courbe @ 
passe par les sommets m,, m,,m,., m, d’un quadrilatère circonscrit à 
l’ombilicale, toutes les quadriques du faisceau défini par ® sont ortho- 
gonales. 


Le point p de croisement des diagonales m,m,,m,m, donne la direc- 
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tion Op commune pour l’axe spécial de Hachette de toutes ces qua- 
driques. 

Si done nous prenons deux des coniques g,, g: du faisceau 
(m,m,m,m,), les explications qui ont été données en fin du paragraphe 
précédent s’appliquent: on peut choisir arbitrairement dans le fais- 
ceau q,, puis g,; le point p est la réunion des points dénommés anté- 
rieurement p, et p,; nous choisissons arbitrairement encore le point w, 
sur la polaire de p relativement à y ou aux coniques get nous réalisons 
ainst ©° générations (au lieu d'une) pour les quatre droites Om,, Om, 
Om;, Om,; car les tangentes €, C’ issues de w, à y donnent un quadri- 
latère inscrit dans g,, circonscrit à y, complété par le couple nr’ 
qui concourt en w, et un quadrilatére analogue relatif à g,, complété 
par É£' qui concourent en w,; cette foisOw,, Ow,, Ow, sont coplanaires, 
perpendiculaires à la direction Op. On a ainsi réalisé æ° fois la pro- 
priété A! pour @ : il faut deux conditions pour passer de A’ à A; donc, 
si du moins nous nous bornons à ce dénombrement, nous avons æ* fois 
la génération A. 

Il y a lieu d’établir ce résultat en toute rigueur, dans une question 
où il faut manifestement se défier des comparaisons entre le nombre 
d'inconnues et le nombre d'équations. Une biquadratique générale 
dépend de 16 paramètres; assujettir successivement chaque côté du 
quadrilatére m,m,m;,m, à toucher l’ombilicale réduit les paramètres 
à 12; si p est ensuite le nombre de paramètres en jeu pour la généra- 
tion A, une biquadratique, base d’un faisceau orthogonal, réunie à sa 
représentation À générale, mettra en jeu 12-+ p paramètres. Or les 
équations 


(t) m?[(s + h,)?+ (xrcosa, + sina, pi) | 
=m} (s+ h,)? + (7 cosa,+ 9 Sin» + Po) | 
= m?|(s-+ h,) + (x cosa; + y sina,-+ pa) | 

fournissent manifestement le lieu général des points dont les rapports 

des distances a trois directrices paralléles au plan horizontal restent 

constants : il y entre 11 parametres explicités (a savoir les /j, pj, a et 
les deux rapports 77, : mt :m,); il faut y ajouter deux paramètres si 
on laisse arbitraire la direction du plan parallèle à D,, D,, Ds; cela 
fait un total de 13 paramètres indépendants, que Von ne peut dail- 
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leurs augmenter; donc 12+p=13 et p est égal à l'unité (*). La 
biquadratique obtenue est bien base d’un faisceau orthogonal : nous 
l’avions vérifié, au paragraphe précédent, par le calcul, et nous avons, 
au début de ce paragraphe, vérifié géométriquement que le parallé- 
lisme des droites D,, D., D, entraine bien cette propriété. La courbe 
générale dont il s’agit dans ce paragraphe est celle pour lesquelles le 
le plan diamétral principal, conjugué de la direction Op, varie d'une 
quadrique à l’autre et où l’axe parallèle à Op varie ausst. 

Étudions de plus près une telle courbe; sur le plan de l'infini, la 
conique dégénérée (m,m,p,m,m,p)fournitun paraboloïde équilatère 
(qui pourra, en particularisant la courbe, se réduire à un cylindre 
hyperbolique équilatère ou à deux plans rectangulaires); la conique 
dégénérée (m,m,, m,m,) fournit un paraboloide de révolution (acci- 
dentellement un cylindre de révolution), de même (m,m,, m,m,); 
donc nous pouvons définir notre courbe actuelle comme l'intersection 
de deux paraboloïdes de révolution quelconques, et nous retrouvons 
bien les 12 paramètres annoncés. On peut prendre les équations cano- 
niques d’une telle courbe sous la forme 


(x cosa + y sina) + (s+ h)?+ 2a (xsina — y cosa) + b =0, 


(2) 


(æcosa — y sina)?+ (53 —h)?+ 2a'(xsinx + y cosa) + b’=0, 


qui, en dehors des 6 paramètres généraux de déplacement, utilise 
6 paramètres à, h, a, a’, b, 6’ (on peut encore définir la courbe comme 
intersection de deux paraboloïdes, l’un de révolution, l’autre équila- 
tère, dont les axes sont rectangulaires). 

Une particularisation consiste à supposer que le plan diamétral 
conjugué de Op est le même pour toutes les quadriques (autrement dit, 
que les axes des deux paraboloides de révolution, qui sont perpendicu- 
laires à la direction Op sont concourants); dans les équations (2) on 


(') En réalité, pour être tout à fait rigoureux, il faudrait dire : la biquadratique G 
représentée par les équations (1) dépend de 12 — p’ paramètres, quand on l’étudie seule; 
jointe à l'ensemble d'un système de trois directrices associées, elle fait intervenir 13 para- 
mètres; done le système des directrices fait intervenir (1+ p’) paramètres ; or, nous 
verrons plus bas que le nombre 1 + p’ est égal à un; done p’ est nul. 
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ferait donc h = o; dans les équations (1) on prend 
mih=miks= m3 hy: 


cela prouve que pour toute réduction avec trois droites réelles, les trois 
droites sont d’un méme côté par rapport au plan de symétrie de la 
courbe ; la courbe dépend de 11 paramètres essentiels [dans la repré- 
sentation (1), on a introduit deux relations entre m,,m,,m, parce que 
l'on a fixé la cote, à savoir zéro, du plan de symétrie, de sorte qu’il 
faut ajouter maintenant 3 paramètres de déplacement et non plus 
seulement 2]; elle admet toujours w' représentations A; on le voit en 
répétant le même raisonnement. 

Une autre particularisation consiste à supposer que la courbe a un 
axe de symétrie parallèle à Op, autrement dit que les quadriques du 
faisceau ont le même axe spécial de Hachette : dans les équations (2) 
on fait a= a'— 0; dans les équations (1) on fait p, = pa —p; = o. Les 
équations (2) représentent cette fois des cylindres de révolution quel- 
conques; la courbe dépend de 10 paramètres; la représentation (1) fait 
intervenir explicitement 8 paramètres, au lieu de 11, puisque l'on a 
annulé trois quantités; mais d’autre part, puisque l'axe Oz a été pris 
en coincidence avec l’axe de symétrie, il y a à ajouter 4 paramètres de 
déplacement, en rendant à l’axe de symétrie (perpendiculaire com- 
mune aux axes des deux cylindres) une position spatiale quelconque; 
cela fait donc 12 paramètres pour le total de la courbe et de sa représen- 
tation A; on a donc cette fois ° représentations À ; nous allons vor que 
nous trouvons en réalité quatre directrices. 

Nous allons obtenir le résultat synthétiquement : imaginons une 
quadrique orthogonale quelconque Q (8 paramètres), un couple 
associé D,, D, relatif à Q (1 paramètre), un autre couple (D;, D,) 
(x paramètre). En identifiant les deux formes d’équation de Q fournies 
par D, et D, ou D, et D,, on a une identité 


(3) aD?+6D}+cD}+dD?=0. 
4 NI °F 

Choisissons quatre nombres homogènes «, 8, y, 0 liés par la rela- 

tion a+ 8+ y+¢= 0 (2 paramètres nouveaux); les équations 


aD? _ bD?_cD?_ dD} 


(4) ot B Tr. 4 
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se réduisent 2 deux comme on le voit en additionnant terme a terme 
les rapports (4); nous avons retrouvé les courbes intersection de 
deux cylindres de révolution; cela tient à ce que les droites D,, Ds, 
D,, D, sont parallèles à un même plan et perpendiculaires à une même 
droite A (axe spécial de Q) de sorte que A est axe de symétrie de la 
courbe. Réciproquement, il est bien clair que trois équations 


2 M — 21)2— 2 2 ae 212 
nid D} mi DE hI D2 = MID 


ne peuvent se réduire à deux que s’il existe une certaine relation de la 
forme (3) et nous retrouvons le procédé indiqué. Nous avions déja 
obtenu, au paragraphe précédent, ces courbes à axe de symétrie : cela 
nous avait permis de prévoir une grande partie des résultats de ce 
paragraphe et de trouver les méthodes les plus simples de démons- 
tration. 

Il y a lieu de signaler une particularisation des courbes que nous 
étudions depuis le début de ce paragraphe. La courbe générale de cette 
espèce est déterminée comme intersection de deux paraboloides de 
révolution : elle dépend de 12 paramètres. Nous allons obtenir comme 
première particularisation une courbe à 11 paramètres que nous pour- 
rons regarder comme intersection de deux paraboloides de révolution 
tnfiniment voisins. Pour cela imaginons une famille de paraboloides de 
révolution à un paramètre, représentés par l’équation 


(5) (wa)? (9 — Ju)? (5 3) = (ax + By + ys + 6), 


OÙ xy, Vus Fo, % D, y, à sont des fonctions d’un paramètre £, et 
vérifient l'identité «?+ $%+ y?=1; les paraboloïdes z,, t, donnent 
par leur intersection une courbe de la famille indiquée; si t, tend 
vers ¢,, on a une dégénérescence de la courbe générale. Cela revient à 
associer à l’équation (5) l'équation dérivée en z 

(6) (a — ty) ay + (y — 0) + (3 — 50) 55 


+ (ar+ Bx 4-¥5+0)(a' e+ By + y's +0’)=0. 


Finalement, puisque nous donnons ensuite à ¢ une valeur numérique, 
nous obtenons une courbe unique définie par les valeurs numériques 
des paramètres æ,, Vo, 30, &, By Ys 05 Loy Hoy Fn a, B's y', 2 assujettis 
simplement aux relations a? + 3? + y?=1, aa! + 99 + yy’ = 0; d'autre 


| 


* 
Las 


SES PPR 


RAPPORTS DES DISTANCES A TROIS DROITES FIXES. 347 
/ 


part Ly Vos Sos XL» B', Y', 2 entrent d’une facon homogène, de sorte 
qu'il n’y a que 11 paramètres. L'équation (6) représente un paraboloide 
hyperbolique équilatère, dont les plans directeurs sont respectivement 
perpendiculaire et parallèle à l'axe du paraboloide (5) : un tel parabo- 
loide, a priori, ne dépend que de 5 paramètres et il importe de voir 
qu’effectivement le paraboloide (6) dépend bien de 5 paramètres 
[autrement dit qu’il n’y a pas de réduction entre les paramètres 
explicités æ,, y,, =, a’, 8, y’, 9, liés par ax + GB + yy — 0, et homo- 
génes |. On le voit, par changement d’axes, écrivant 


CH Mind ae Me 7 == 6), 
(5’) a V2 + EVE Oy, 
(6°) Lkiy + Jy +550 + (a+ 0)(B'y + Vs + 9) = 


, 


dF $ ] Mik : a1 ss 
L’équation (6’) peut s’écrire, en faisant 6’ =1, 


(Oey Ps) + (rit 0) + (y+ 8) (50 FY) + 00 0 
et l’on voit que l’on peut avoir ainsi le paraboloide équilatère le plus 


général satisfaisant aux conditions énoncées. En étudiant les points à 
l'infini de cette biquadratique spéciale, il suffira done de considérer 


_la variation du quadrilatère »#,m,m;m, quand, les tangentes oppo- 


sées T(m,m,) et T'(m,m,) restent fixes (elles définissent les plans 
directeurs de l’un des paraboloïdes de révolution), tandis que la tan- 
gente m,m, tend à se confondre avec 7,72, et que de même la tan- 
gente 72; m, se confond avec la tangente m7, ; de la sorte 7, tend vers 
le point de contact de T avec l’ombilicale, m, tend vers le point Tl’; 
de même m, tend vers le point de contact de y et T’ et m, tend aussi 
vers le point TT’; la biquadratique obtenue a deux directions tnfinies 
isotropes simples et une direction infinte double perpendiculaire aux 
deux précédentes ; du moment qu’il s'agit de deux paraboloides de révo- 
lution confondus et non de deux cylindres, celte direction infinie double 
donne un point simple à l'infini, avec branche parabolique; on s'en 
assure aisément par l'exemple numérique 


Hp ed Ii), ,5+(#+1)y=0. 


Lei cette courbe a un axe de symétrie Oz, non parallèle à la direction 
spéciale 0 d’axe commune à toutes les quadriques du faisceau déter- 
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miné par la courbe; la biquadratique en jeu peut être représentée par 


les équations 
y= I+ 22 


Sa M Ar aM 


qui mettent en évidence le genre de la courbe, a savoir un. La courbe 
admet «' générations à trots directrices. 

De même, pour les courbes à 10 paramètres, intersection de deux 
cylindres de révolution, on a une dégénérescence par le même procédé. 
Au lieu de l'équation (5) on écrit l’équation d’un cylindre de révo- 
lution 


(7) + (y) +2) = [az + By — 70) +YG— 50) + À 
avec a+ B?+ y?=1. On associe à cette équation l’équation 


(8) (¥ — 90) Yo + (3 — 50) Fy + [ax + B(¥ — 70) + YE — 50)] 
[œ'æ + By — 70) + 7'(5 — 30) — B3%—Y50] + RR’=0 


qui fait intervenir les constantes homogènes nouvelles y,,, 3,, «’, 8’, 
y, R’ et nous supposerons aa’ + ((’-+ yy’=o; la nouvelle équation 
représente un paraboloide hyperbolique équilatere dont les plans 
directeurs sont, l’un parallèle à l’axe du cylindre, l’autre perpendicu- 
laire; de plus l’axe du paraboloide équilatère rencontre (à angle droit) 
axe du cylindre, de sorte que la biquadratique obtenue continue à 
avoir un axe de symétrie qui est celui du paraboloide équilatère ; la courbe 
admet cette fois un point double à l'infini sur l'axe du cylindre, et les 
deux directions infinies complémentaires sont isotropes et perpendicu- 
laires à la direction infinie double ; nous avons une courbe à 9 paramètres 
continuant à avoir ©° représentations à quatre directrices. 

Pour justifier le résultat en jeu, il suffit de remarquer que le 
cylindre (7) peut, par choix convenable du trièdre de coordonnées, 
recevoir pour équation 

eyes ae Ley AR; 
on a alors 
in ot 0, Pen 6 =p, vies Gs 


L'équation (8) prend la forme 


Yo +55 + 2 (B'y + y's) + RR’= 0; 
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une rotation autour de Oz réduit encore a 
VV o+ 22, + ey + RR'—0, 
équation que l’on peut écrire 
(@+ yo) ¥ + 33) + RR'— 0 


et un transport des axes parallèlement à Ox réduit les équations de la 
courbe a la forme, qui met les résultats en évidence : 


(9) By atone = EN x“y + 33, + RR'— 0. 


Ces considérations résultent aussi, si l’on veut, d’un passage à la 
limite quand on considère les cylindres de révolution dont l’un se 
rapproche indéfiniment du premier. Mais elles nous mettent en garde 
contre les biquadratiques intersection d’un cylindre de révolution et d'un 
paraboloide équilatère dont les axes sont perpendiculaires en direction, 
mais non sécants; de plus l’un des plans directeurs du paraboloide est 
supposé perpendiculaire à l’axe du cylindre. Ces biquadratiques 
dépendent de 10 paramètres, mais non de 9 comme les précédentes; 
leurs points à l’infint offrent les mémes caractères que pour les courbes 
précédentes et elles n’admettent aucune génération à trois droites : nous 
le constaterons sur un exemple simple. 

Il y a lieu maintenant de citer un cas singulier au point de vue de 
cette étude, fourni par les biquadratiques dont deux directions infi- 
nies Om,, Om, sont isotropes, une troisième Om; perpendiculaire aux 
deux premières et la quatrième Om, quelconque (pour les courbes inter- 
sections de deux paraboloïdes de révolution confondus ou de deux 
cylindres de révolution confondus les directions Om, et Om, étaient 
de plus confondues). Sur le plan de l'infini, les coniques 7 du fais- 
ceau m,m,m,m, admettent chacune oo! quadrilateres de Poncelet 
inscrits dans cette conique et circonscrits à l’ombilicale + : c’est le 
critérium bien connu signalé par Halphen, puisque les tangentes à y 
en m, et m, concourent en m, sur la conique q; le point p, qui a servi 
au paragraphe 3 (propriété A’), pôle double de 4 et de y, et point 
d’intersection des diagonales des quadrilatères de Poncelet relatifs à 4 
et y, est l'intersection de la droite m,m, avec la tangente à G au 
point m;; du moment que ™, n’est plus confondu avec m,, ce point p 


> 
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varie avec la conique q du faisceau; si donc nous essayons la construc- 
tion indiquée au paragraphe 3 pour trois coniques 41, 72, 7s du fais- 
ceau, la droite p,p, n’est autre que 7, m, et le pole w, de pop; Vis-a-vis 
de y n’est autre que m,; les tangentes issues de m, à y sont mm, 
et m;,m,, mais le quadrilatére de Poncelet qu’elles fournissent pour g: 
est replié, de sorte que notre théorie fondée sur la réduction de g; ala 
forme m°££!— m?C' = 0 est ici en défaut, car le couple (&, £’) et le 
couple ({£') devraient être distincts et non pas confondus; les biqua- 
dratiques en question n'ont donc pas de génération de l'espèce indt- 
quée ('). 

Il y a lieu de résumer cette discussion : 

a. Quand les quatre points à l'infint de la biquadratique G sont 
distincts et répartis aux sommets d’un quadrilatère circonscrit à l’ombi- 
licale, la courbe est l'intersection de deux paraboloïdes de révolution 
(poucant étre l’un ou tous deux réduits à un cylindre de révolution) 
distincts ; elle admet «' générations à trois directrices parallèles au plan 
parallèle aux axes des deux paraboloïdes ; la courbe dépend de 12 para- 
metres. Si les deux paraboloïdes sont tous deux dégénérés en cylindres 
de révolution, la courbe admet pour axe la perpendiculaire commune 
aux axes des deux cylindres et admet x? générations à quatre direc- 
trices rencontrant toutes, et à angle droit, l'axe de symétrie de la courbe. 


b. Si deux directions infinies de la courbe G sont isotropes, une troi- 
sième étant perpendiculaire aux deux précédentes, et la quatrième étant 
quelconque, la courbe n’admet aucune des générations étudiées ict. 


c. St deux directions infinies de la courbe G sont isotropes et si les 
deux autres directions infinies sont confondues avec la direction perpen- 
diculaire aux précédentes, le point à l ‘infini sur cette direction double | 
étant simple, la courbe peut étre considérée comme l'intersection de deux 


(1) Un cas particulier de l'hypothèse qui vient d’être étudié est celui-ci : le point mg, 
au lieu d'être absolument quelconque, est situé sur la droite m;m:, de sorte que nous 
avons un faisceau de paraboloides équilatères ayant un plan directeur constant en direc- 
tion (de trace mmm, sur le plan de l'infini). La biquadratique de base du faisceau se 
réduit à une cubique gauche, complétée par la droite mymem, et n’admet aucune géné- 
ration. 


REN, OF La 
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paraboloides de révolution confondus et admet æ' générations à trois 
droites. 


d. Si les directions infinies offrent la méme disposition que précé- 
demment, et de plus, si le point relatif à la direction infinie double est 
lui-méme double, il faudra distinguer deux cas suivant que la courbe ne 
peut pas ou peut étre considérée comme l'intersection de deux cylindres 
de révolution confondus; dans la première hypothèse, elle n'admet aucune 
génération de l'espèce étudiée ict; dans le second cas, elle admet un axe 
de symétrie et x? générations à quatre directrices ; il ya un paraboloide 
équilatère qui contient la courbe, et suivant que l'axe de ce paraboloide 
ne coupe pas ou coupe l'axe du cylindre de révolution contenant la 
courbe, la courbe n’est pas ou est l'intersection de deux cylindres de 


révolution confondus. 


Pour être tout à fait complet, il y a lieu de vérifier par un calcul 
(convenablement dirigé) nos conclusions. 

Songeons aux courbes intersection de deux paraboloïdes de révo- 
lution; nous pouvons identifier l'équation 


(10) m?[(s-+ hy)?+ (x cosa, + y sina, + pi}] ; 
— m3 [(5 +h)? + (608% + y sing, + Pa) | = 0. 


avec l'équation de la quadrique générale du faisceau 


(11) o = (æcosa + y sinaæ) + (5 + h} + 2a(x sina — y cosa) 
+b+A[(xcosa — y sina)*+ (5 — h)?+ 2a!(r sina + y cosa) + 6"). 


Les valeurs o et 2 de À donnent des paraboloides de révolution 


dégénérant l’un ou l’autre en cylindre si a ou a’ est nul. 

Nous pouvons, sans inconvénient, supposer les coefficients homo- 
logues égaux, ce qui revient à supprimer l'homogénéité pour m, etm. 
Nous avons sept équations (et non huit, car l'égalité des coefficients 
de a? et =? entraine l'égalité aussi pour y?), équations liant les neuf 
his Roy Pis Pas %1 Gas À 3 NOUS SAVONS que ROUS avons 
par exemple le choix de À qui fixe la 
tre pour le choix du couple 
on peut également 


inconnues 71, Mas 
effectivement deux arbitraires. 
quadrique du faisceau, et ensuite un parame 
de focales associées. Or on constate aisément qu 


23% 
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prendre comme arbitraires «,, «, ('), de sorte que l’on aura en parti- 
culier 


(12) PiJ(%, %), hi = (a, &), > 


où / et 9 sont certaines expressions algébriques, mais non nécessai- 
rement rationnelles, par rapport à tanga,, tanga,. Or la réduction à 
trois droites exige que l’on ait aussi 


(13) Pi = f(x; Js h,=9(a,, Cees 
Les deux égalités 


(14) Para est, ?(œ, a TS 
donnent «, et «, en fonction de «,; les deux relations (14) peuvent 
d’ailleurs être mises sous forme symétrique (et rationnelle) et tango, 
tanga., tanga,; on a ainsi les trois droites D,, D,, D;. 

L’identification des équations (10) et (11) nous fournit les équations 
suivantes, fournies par les termes en 3°, x’, æy : 


(15) mi— mi=1+ À, 
(16) m? cos*a, — m2 cos? a,—= (1+ À) cos’ «x, 
(17) mi COSX, Sina, — m3 cosa, sina,—= (1 — A) cosa sing, 


Les deux équations (16), (17) donnent 


cosa[sin(a,— a) + Asin(a,+ a)| 

(18) s sin(a,— @,) 

cosa{sin(a,— a) + Asin(a, + a)] 
sin (a, — o%,). 


/ 
mi? cosa, = 


M2 COS Le — 


En portant dans (15) on a une équation en À, du premier degré, 
qui fournit, en posant 


(19) lango — {, tangæ, — f/,, tanga,— de, tanga, = ¢, 
la valeur 
(20) pe (te) (te 69): 


(¢+¢,)(¢+4,) 


(1) Si Pune des quantités a ou a’ est nulle, l’autre étant différente de ZÉTO, &1, %2, ax Ont 
des valeurs /ives; nous verrons plus bas comment la question s’achéve dans ce cas 


Te ae eee s … 
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Les termes en x et y donnent ensuite 


ian (m3 p,) cosa, — (m3 p,) cosa,—sina( a+a’d), 
(m7 Pa) sin a, — (m3 p,) sin a,—= cosa(— a + a'À). 
On en déduit les valeurs de m°'p,, m°p, et, tenant compte de (18), 
on obtient 


cn Pi __ acos(a,—«)—a’Acos(a,+a)  a(i+t,t) — a'A(1 — tot) 
cosa,  cosa|sin(æ, — x) + Asin(æ+a)]  cos[é,—6+ A(t, +t)| 


En remplaçant À par sa valeur, on trouve 


(221) Piste ne ao (a(1+ tt.) (+4) E+4)+¢(t—t) (6-6) (1th), 
Cosa, 2 sina ti— Ce 


En appliquant la méthode indiquée, on doit écrire 


De tt, I+ tt, / = él, [| — tts 
a t,.) ( —— — —— J + (te 4) (| — — 0 
(¢+ D +) ( teas TT 4 


ce qui se réduit aussitôt, en supprimant le facteur (¢; — 1), à 


(08) a(t) (t+) (t+ 6) — W(t — 4) (4) (te) = 0 


Cette relation est précisément symétrique en li, ty, ty. En remplaçant, 
dans la valeur de —2~ fournie par (22’), a’ par exemple en fonction 


COS a, 
de a au moyen de (23), on trouve 
‘= a(t+t)( tits) 
cosa, cosa(t—t,)(t— fs) 
i Ly pair a(t+ 4) (t— 64) 
(24) cosa, cosa(é—t,)(@—4,) 
ps ate t,)(1— tt) 
cosa,  cosa(é — t,) (t— +) 


On pourrait d’ailleurs écrire ces équations sous la forme équi- 


SANS ik a ae t,)( tats) 
cosa, cosa(t+t,) (t+ ts) 
Po _ a'(t—t,)(1— 66) 

(2) nbitiédesat ait, ,Catninys 
Ps 28 —a'(t—t) (hb) 


Re 
COS, cosa(f+/,)(f+ 4) 
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Il y aurait ensuite à résoudre les équations relatives au terme en = 
et au terme constant, pour avoir h, et ho, 


(26) mh, — mzh,=h(1— 4), { 
(27) m?h? — m3h3+ m? p?— mipi=h(i+à) + b + Ab", 


et en exprimant que , reste le même quand ¢, est remplacé par ¢,, on 
aurait la nouvelle relation en 4,, t,, ¢;, qui prend la forme symétrique 
si l’on profite de (23) pour ne garder que a ou a’. Le calcul est assez 
long ; avant de le terminer faisons la remarque suivante : 

L'intérêt du calcul réside surtout en ce fait qu’il subsiste à da 
limite, même si a ou a! est nul. Supposons a=o de sorte que le 
premier paraboloïde de révolution est dégénéré en cylindre de révolu- 
tion; l'équation (23) montre que t,, par exemple, est égal à ¢; la 
droite D, est donc parallèle aux génératrices du cylindre, et la 
quantité À est nulle, de sorte que la quadrique (11) est le cylindre de 
révolution, donc la droite D, est aussi parallèle aux génératrices du 
cylindre; la droite D;, associée à D,, forme un couple focal relatif à 
une certaine quadrique du faisceau, et l’on voit aussitôt que D, est 
parallèle à l’axe du paraboloide de révolution effectif qui reste; c’est 
évident si l’on remarque que les sections q par le plan de l'infini des 
quadriques du faisceau sont circonscrites au quadrilatére m,m,m,m, : 
les diagonales m,m, et m,m, donnent, par leur point p commun, la 
direction de l’axe de Hachette commune a toutes les quadriques; les 
côtés opposés m,m,, m,m, fournissent, par leur intersection w,, la 
direction d’axe du cylindre de révolution, et les côtés m,m,, m,m;, 
par leur intersection w,, la direction d’axe du paraboloide effectif; or 
le triangle pw,w, est conjugué par rapport à toutes les coniques g, 
donc fournit les directions d’un trièdre conjugué relatif à tous les 
cones asymptotiques; ici £, et £, sont égaux à £, ¢, est constant, égal 
à (— 1). D'ailleurs tous ces résultats sont faciles à obtenir directement : 
considérons en effet une biquadratique @ intersection d’un parabo- 
loide effectif de révolution et d'un cylindre de révolution (dont l'axe 
n'est pas parallèle à celui du paraboloide); la direction P perpendicu- 
laire aux axes de révolution du paraboloide et du cylindre est une 
direction de Hachette commune à toutes les quadriques du faisceau 
déterminé par @; si nous considérons une quadrique arbitraire Q, de ce 
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faisceau, elle admet un couple focal D,D, où D, est parallèle à l'axe du 
cylindre et D, à l’axe du paraboloide; alors la droite D,, conjuguée 
de D, par rapport au cylindre, constitue avec D, un couple focal (D,, D.) 
pour ce cylindre (qu joue le rôle de Q,) et nous avons ainsi obtenu des 
équations s'appliquant à @: 


(28) m3? D?= m Di m3D?. 


Nous avons donc retrouvé les æ' générations annoncées. 

Inversement, en écrivant a priori les équations (28) où D, et D, 
sont deux droites parallèles, nous faisons intervenir : 4 paramètres 
pour D,, 2 pour D, 4 pour D, et 2 pour les rapports m, : m, : m;, soit 
un total de 12 paramètres; c’est une vérification, car la courbe G, 
seule, dépend de 11 paramètres, et, une fois ® donnée, la représenta- 
tion fait intervenir un nouveau paramètre. 

Revenons maintenant aux courbes d’intersection de deux parabo- 
loides de révolution effectifs; les formules (18) et (20) permettent 
d’écrire 


fee cos*æ t,—t+ À(t+ 6) ds 2 cos*a(t; — 2?)t 

g' À 4 .COS* 2, t,—t cos? a, (t,— ¢,)(€+ 4) (t+ 4) 
(18’) ia 2 cos?a(t? — ¢?)t MERE SS ANR 
AL SATA AN ESAITES AT ene ETATS 


L’équation (26) se ramène alors aisément à la forme 


1 +? hGa+ée)h _1+86, à +@)h 1+6 t(i+e)h 


RE À Le ee ee a Fy T MNT LE +0 
(29) Poe i tts EP) | le LR) CN t((2— 12) 


(où le troisième membre est écrit en vertu de la symétrie manifestée 
par les deux premiers). L’équation (27) s'écrit ensuite 


(1+ ¢7)th? (1+ ¢2)th3 
Penta) a+ ety) 
t@(t+t)GQ—ht) tu?(t+ t,) (1— t, 43)? 
DAT CENTS EN CEA CS PIC) 
t(t?— t3)h* b(t,— ts) - b'(t — ts) 


Do) C= heh) arte) 


Nous pouvons, puisque nous avons écarté désormais le cas où a est 


i ta?(é+ t,) (1 — bit) ay taa' {1 — t,t;)° 
nul, remplacer TG x PT (@— 82) (F — 6) 


et par suite 
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écrire 
t(1+ ¢?) ie taa'(1—t,t;)* th? box a oe 
(r+ ey(e—¢ti), ' (BJ 6) CO—t? at—t 21+t 
t t2 taa' (1 — t,t,)* th? & iva a 
(30) — Éd es) 5 h3 + - u — 1) =: = 5 —- sr" ph 
(1+ @)(@— 02) (@—¢2)(@—¢?) @—t2 at—t, at+t, 
t(1+ 6) à taa'(1—t,t) th? iki. I jh 4e I 


= ee RTE © aD 
(i+ @)(@— 2) *  (@—#)(@—8) Pt at—t, 2148 


(le dernier membre est encore écrit en vertu de la symétrie manifestée 
‘ par les deux premiers). 

Si donc nous introduisons une inconnue auxiliaire p égale à la 
valeur commune des expressions (29), nous obtenons finalement les 
équations, au nombre de deux, 


(31) A,p?+ Bip + C,= A,p?+ B,p + C,= A;p° + B;p + C3, 


où le calcul fait pour (A,, B,, C,) au moyen de ¢,, £,, t, fournit 
(A:, B:, C,), puis (A;, B;, C;) en permutant circulairement £,, £,,t, 
sans toucher à ¢. L’élimination de » entre (31) est facile; pour obtenir 
le résultat d’une façon symétrique, il suffit de représenter par © la 
valeur commune des expressions (31), de façon à avoir trois équations 
en o et a, que l’on peut considérer comme trois équations linéaires 
en p”, 9, 5; écrivant ensuite que la valeur trouvée pour ¢? est le carré 
de celle trouvée pour €, on a le résultat 


An Cy. fé | Mio Bich 8 B, Gi 
A, G 1] =|] A, Bu |x] By G1 |, 

An Carat An BL Bat Cis a 
pny, Oey | 
(32) — | À, C, 1 
"3 As GE ENS 
ea ASSBr 
À, He 1 
ARS T 


Or chacun des déterminants figurant dans (32) est égal au produit 
de (t,—t,) (t; — t,)(¢, —1t,) par une fonction symétrique de £,, t,, ¢,, 
de sorte que nous avons trouvé les deux relations, symétriques 
en (£,, t,, ¢,), qui lient les trois paramètres Li, t,, ¢, et permettent de 


1® < à + HVE 
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prendre l’un d’eux arbitrairement, de façon à obtenir les w' représen- 
tations annoncées pour la courbe. Une assez grosse simplification a 
lieu si l’on suppose À = 0, de sorte que les axes des deux paraboloides 
sont sécants et que la courbe a un plan de symétrie; c’est le cas que 
nous avions déjà trouvé directement; les fonctions B,, B., B, sont 
alors nulles; les équations (31) sont du premier degré en 9? et la 
condition devient 


At 
(33) Mo O'Sihes det 
Ne Gye 


La surface engendrée par les directrices D,, D,, D, est une surface 
réglée à plan directeur, sur laquelle on peut grouper les génératrices 
par systèmes de trois directrices associées. Il est inutile d’expliciter 
davantage les calculs, bien que cela nous donnerait le degré de la 
surface. 

Au cas où a, a’ sont nulles toutes deux, le calcul fait pour 72, m2, À 
s'applique [formules (18), (20) et (18')], les quantités p,, Po OU Ps 
sont nulles et il suffit d’écrire les équations déjà envisagées 


(26) mh, — mih,=1— à, 


(25) mèk?— mihi= hi +A) + b + 6”, 


de sorte que nous retrouvons purement et simplement les équa- 
tions (29), et ensuite les équations (30) où l’on fait simple- 
ment aa —o. On trouve donc uniquement l’équation (32), ou (33) 
suivant le cas [avec a — a'— o]. On constate alors que #, et &, par 
exemple, peuvent être choisies arbitrairement ; ¢, est fournie par une 
équation algébrique, dont les racines s’associent par couples t,, t, se 
correspondant involutivement de sorte que 4, to, ts, ts donnent un 
système de quatre directrices associées. 

Naturellement, les calculs analogues s'appliquent aux dégéné- 
rescences signalées plus haut, telles que la courbe d’intersection de 
deux paraboloides confondus. Prenons par exemple la biquadratique 


d’équations 


(34) yeast ero, My Pree oe 
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[avec les notations précédemment employées, on a le paraboloide 
(x — ty)? + (¥ — Jo)? + (5 — 5) = (UH + Hy +549)? 

et l’équation dérivée 


(2 a+ (9 =I) rot (F = 50) 3 
+(ar+By+ys4+9)(a'x+ By +y's4+0')=0; 


on prend 
oo # HI Fe s = 1 Se 
Tee! aks 2 bee Jo 5 0 | ? 
pi ete nt ue ey 
On écrit 


m?[(s + h,)*+ (x cosa + y sina, + p,)] 
— mi[(s +) + (2cosa,— y sing, + p.)*| 
= y?t+ + 2Àxy +2xr +23. 


Les termes en 3°, x?, xy donnent 


= cos* a, 24 COs? a, COS a, COSA, 
n= ————— PE = > A= ————_: 
COS? — COSs* a, “COS? %@, — COS*&, sin(a, + 2.) 


Les termes en x, y donnent, en posant comme plus haut, 


¢, = tanga,, = lang a, ¢,—= tanga;, 

9 A 4 
ea ae intacay spn hy a. —=— dit, — l}. 
cosa, ñ cosa, 


On aurait de méme 
D 
LE =— tt,;— à, 
cos a, 


ce qui, par comparaison, fournit t, + 1, + t,— 0 et finalement 


or ) 2 Ds, 
(35) Linrnes bats hits tés Pa five 
COS, % COSA, COS ZX: “ 


Les termes en 5 permettent d'écrire, avec l’inconnue auxiliaire C, 


i, he . 
ee Oh ae ce oe Stel = Ge 


” | + 2 + 
COs" 7, COS", COS" &., 


(30) 


POR OO ye 
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Or 
eo) 


Les termes constants fournissent 


2 
2 A, 2S 23 > ,: 


le 
~ 
A) 
~ 
St 


.? 3 


COS* a, Bos cos’, COS? & 
Avec l’inconnue ¢ ceci devient 


(+ p)? costa, + 6242 —(1,+p} costa, + (21? 
ou 


sin? a, — sin?a@,-+ p(sin2æ,— sin2a,) 
+ p?(cos*a, — cos?%,) + tang*a,(tang*a, — tang* =o 

ou 
sin(a@, + a) __ 


sin(æ, + a,) + 20cos(a,+ 2) — p* sin(a,+ a) — tang*a; —— 7 — 0. 
COS? a, COS? a, 


Nous écrirons donc 


o?— apcot(a,+a,)—1+ (1+ tf) I+ 6) =09, 


3= 
(97) p?— 20cot(a,+ a) — 1+ B+ G)Ua+4)=0o. 


La soustration donne, apres quelques réductions, 


(és + ts) (és + ti) (é = la) eB TOY l tt: 
2 a 2 


p 


| 


et, en remplacant ¢ par cette valeur dans l’une des équations (37), on 


obtient 


(38) ( 5+ AGE GE ea) 4(lgls+ bg4+44) -—4=0 
(0, + t+ t= 0). 


On a ensuite 


] 3 ( tits) 
ye en lt air 
(39) 1+ li 2 ); 
PE lil; COS, P= t,t, COS 2, P:= ls COS: ; 


m? COS &, = m2 COS? %,== mi COS. 
Il y a une infinité de systemes réels de trois directrices D,, Do, 
D, associées; on peut, en effet, écrivant 


Z,4+4=5, lbs =D: PJ 66 
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résoudre l’équation (38) par rapport à p, 
52 afr+astt Vo(r+s)Vi—s] 


ds?+ 4 


(40) 


Nous prendrons s—cos et 1—s?=—sing, de sorte que 
l’équation (40) se simplifie et donne 


2l1—V5sin + sin’o | 
(4o’) p= icv sing + state), 
— 5 sin 


Pour la réalité de ¢, et £,, il faut que l’on ait s° — 4p > 0; or, quand 


sing est compris entre = et 1, p est négatif, de sorte que la 


condition est automatiquement réalisée; quand sing est compris 


entre — 1 et De ‘, p est positif et l'inégalité à résoudre équivaut à 


— 5+3V5sing — 11 sinto + 5sin'o >0o 


qui n’est jamais réalisée si sing est négatif; d’ailleurs elle s’écrit 


(V5 sing — 1)(sing —Vo) >0 


et il suffit donc que l’on ait = < sino <r. 
V: 
Les équations de la droite D sont, après quelques réductions, 


cos (3 — 5 sino) 
Seth NES tout Gi 


a[1—\5 sing + sin*g | + 
5 cos*o + 4 


as = Æ — y COSO + oO. 


3—y5sino 


On voit donc que chaque plan horizontal fournit quatre génératrices 
de la surface lieu des directrices; d’autre part, à une valeur de s cor- 
respondent deux valeurs de p, de sorte que la droite à l'infini du plan 
horizontal est droite double de la surface étudiée, qui est donc de 
degré six (ce résultat prouve d’ailleurs que, pour la courbe générale, 
intersection de deux paraboloides de révolution distincts, au lieu d’être 
confondus, le degré de la surface lieu des directrices est au moins égal 
à six). 

Prenons de mème la courbe définie par l’intersection de deux 


LOTS SEO RF aS Ey ene 
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cylindres de révolution confondus 
(42) + 3= 1, ry+s=0. 
On écrit l’identité 
mi [(s + h,)?+ (x cosa,+ y sina, )?] — m3[(s + h.)*+ (x cosa,+ y sina,)?] 
Sy? + 24+ 2x7 + 2À3 —1. 
On a, par les termes en x’, y’, zy, 


2 COS* a, ‘ cos? a 

ie = ae ae ee ee 1 

1 : : ; n=? 
sin(a,— a) sin(a,+ a.) *  sin(æ;, — a) sin (a+ a) 

COS A, COS Ay 


~~ sim (a+ a) 


Les termes en z permettent d’écrire avec une inconnue auxiliaire 
h,=cos*a,[p + tanga, |, h,= cos? a,[p + tanga, |, 


et les termes constants fournissent pour p |’équation 


(43) p?— ap cot(a,-+ a.) —1— ———— — 0 


COS? &, COS? a 


On doit y joindre 


I 
4 
2 _= 99 cot(a,-+ a,) — 1: = 0. 
P potes ) cOS?&, COS? @, 


La soustraction donne, en posant ¢;= tango, 
(44) ap; £3) (5 + 4) (4+ be). 


En portant dans (43) on trouve l'unique relation 


(45) (AHEP(GHUP (+R) AC 46464664 BE dt) S220. 


Pour un choix arbitraire de £,, t,, on a donc quatre valeurs possibles 
det, : ayant adopté l’une, onaun système de trois droites associées D,, 
D,, D,; or si nous prenons comme inconnue (t,+1,)(t+t)=T, 
l'équation (45) devient 
(45) T?(t,-+ t,)?— 4[T + 2+ Gj]—8=0. 


Quand ¢,, ¢, sont données, l'équation (45') fournit deux valeurs 
de T : adoptons l’une, de sorte que #, est fournie par l’équation du 


second degré 


+ (4+ &)b+ il io 
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dont la somme des racines ¢, et ¢, est égale à — (t,+ t,); la rela- 
tion t, + t,-+t;+t,=0 est symétrique et, jointe à la relation (45), 
fournit le système des quatre directrices associées, ce qui est rendu 
évident en écrivant (44) sous la forme 


(44°) 20 —=(4 + 4)T. 
On a 

| De — (&,4+ 4) (+ b5) (44+ 4) +24 
_ i+ ¢ 2 
h —(#,4- t,) (tat t:)(4+46)+ 24, 
a i a 

(46) b+ da 
, (t;+ ,) (t+ 4) (4+ é,) +26: 
+5 1 + ¢ ; 
h pr 2 — (4+ 4,) (#4 4) (&4+ t;) + 26, 

Pa i+ ¢ 


On voit aisément que l’on peut avoir une infinité de systèmes D,, 
D., D,, D, de quatre directrices associées réelles; on a en effet 


revit + 6 (G+ ED) 
Z (a+) 


1 (este), 


de sorte que les deux valeurs de T sont réelles si ¢, et ¢, sont réelles. 
Ensuite T choisie, 


—(4+4)+V(— 4+ 4T 
ms Ue ty Rau, AL hee toad AP 


2 


= /, 


+ 


=e) = CA ls) + 47 
ao eer DE D ER Bt See 
ne 


de la sorte celle des deux valeurs de T qui est positive fournit un 
couple ¢,, ¢, réel. On remarquera que la relation (45) conduit, si l’on 
veut, à des applications géométriques différentes. Par exemple, si 
nous considérons la cubique gauche auxiliaire F (a =1t,y = 27, s= 0°), 
le plan des trois points (4,, ¢., t,), si l’on pose 


f+ b+ = Sy tye; + bill = San bf Sa 


a pour équation 
S.2—S,;y+s—S;=0; 


l'équation (45) s’écrit 


(S,S,— S,)?— 4(S?— S,) — 8 — 0. 


APR A ay É 
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Elle exprime donc que le plan (¢,, &, t;) reste tangent à la 
surface Z de classe 4 (d’ailleurs unicursale), 


(— uv + hw)? — 4(¢?— uw)a?— 8w'— 0, 


Chaque système (1,, ts, ts, t,) fournit donc un tétraédre inscrit dans 
la cubique TV et circonscrit à la surface Z; il existe ©? tétraèdres de 
cette espèce. Chaque biquadratique intersection de deux cylindres de 
révolution fournira de méme «? tétraèdres inscrits dans V et circonscrits 
à une certaine surface algébrique X. 

De même chaque biquadratique intersection de deux paraboloides de 
révolution permet de trouver ©‘ triangles inscrits dans une conique et 
circonscrits à une certaine courbe algébrique. 

Nous pouvons maintenant expliquer très simplement pourquoz les 
biquadratiques qui ont un point double à Vinfini et deux directions 
infinies isotropes perpendiculaires à la direction infinie double, mais 
qui n'ont pas d’axe de symétrie, n'admettent aucune génération à trois 
directrices : pour parler plus exactement, elles admettent &" systèmes de 
trois directrices dont deux sont confondues. C’est cette dégénérescence, 
assez difficile à apercevoir, qui remet de l'unité dans cette théorie, 
sinon il serait un peu paradoxal de trouver, dans les courbes de ce 
paragraphe, une famille isolée remplissant toutes les conditions 
géométriques imposées pour obtenir 20’ systèmes de trois directrices 
associées, et n’en admettant aucun système. Cette courbe est un cas 
particulier de celles étudiées un peu plus haut, intersection d’un 
cylindre de révolution et d'un paraboloide de révolution; sur le plan 
de l'infini nous marquons les tangentes T,, T, au cercle de l'infini, 
qui se coupent en p, et sont les traces des plans isotropes menés par 
l'axe du cylindre; de même les traces des plans isotropes menés par 
l’axe du paraboloide sont deux tangentes 1’, T, au cercle de l'infini 
et se coupent en p, : nous devons, pour chaque quadrique du faisceau, 
prendre un couple focal associé D,, D., où D, est parallèle à la direc- 
tion p, et D, parallèle à la direction p;; D, est ensuite la droite conju-. 
guée de D, relativement au cylindre. Si donc T' tend vers Ls et T, 
vers Ts, le point p, tend vers pr, la biquadratique tend vers l’une de 
celles que nous étudions et le couple (D, D,) se compose de deux 
focales confondues; pour chaque quadrique orthogonale, on peut 
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remarquer que chacune des génératrices issues d’un sommet situé sur 
l’axe de Hachette est précisément la réunion de deux focales confon- 
dues et, quand un couple focal vient tendre vers un tel couple 
confondu, le rapport m, : m, que nous avons introduit, tend vers un : 
ceci explique aussi pourquoi cette valeur un ne se trouve pas obtenue, 
pour les quadriques orthogonales autres qu’un paraboloide hyperbo- 
lique, mais que les valeurs voisines de un sont obtenues. Le système 
(D, D,D,) obtenu ici comporte donc deux droites D, et D, confondues 
et ne peut donc servir pour la détermination de notre biquadratique. 
Une telle biquadratique rentre d'ailleurs dans la catégorie des intersec- 
tions de deux paraboloides confondus; en effet si l’on écrit l’équation 


(47) @t+y2t+s—(ar+By+ys)?+2C,2+4 2C,y+2C,5+ D=0, 


où a, B, y, C,, Cy, Cs, D sont des fonctions d’un paramètre 1, telles 
que a+ B?+ y?=1 et que C,2+C,8-+ Cy ne soit pas identique- 
ment nulle, une racine de la fonction C,a+C,8+C,y donne un 
paraboloide de révolution réduit, accidentellement, à un cylindre de 
révolution; le paraboloïde infiniment voisin est un paraboloide effectif et 
non un cylindre si S(C, + AC, )(x + Aa) n’est pas nulle, ce qui revient 
à dire que SC, Ax + Sa AC, ne l’est pas. Si donc, numériquement, on a 
écrit en même temps que l’équation numérique (47), où l’on suppose 
Sa?=1, SC, x — 0, l’équation 


(48) —(ax+By+ys)(«x+fb'r+ys)+Cz+C y + C,:+ D'=o 


x ’ , ! , . . ’ 
où l’on suppose les constantes a’, 8’, y’, C\, C,, C', D’ satisfaisant 
à Sau'— 0, SC,a’+ SC,« <0, on a la courbe générale dont nous 
venons de nous occuper. 


5. Étude des cubiques gauches. — Nous avons indiqué que trois 
droites D,, D,, D, prises au hasard, donc dépendant dans leur ensemble 
de 12 paramètres, déterminent quatre cubiques gauches dont chacune 
est lieu (partiel) de points dont les rapports des distances aux direc- 
trices D,, D,, D, restent constants. Or une cubique gauche T dépend 
de 12 paramètres; la confrontation de ces résultats prouve que la 
donnée de D,, D,, D, fournit quatre cubiques, et que si T est l’une 


d'elles, cette cubique TV dépend de 12 — p paramètres, où p est un entier 


Ce eu 


AURONT 7 
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positif ou nul et que, à cette cubique T, si p n’est pas nul, corres- 
pondent x” systèmes de trois directrices associées, tandis que si p est 
nul, il n'existe qu'un nombre fini de systèmes D,, D,, D, permettant de 
retrouver T'. 

Il s'agit de montrer que p est nul; en d’autres termes la donnée de D,, 
D;, D, conduit à une cubique gauche générale et inversement, une 
cubique gauche générale n’admet qu'un nombre fini de générations.  . 

La méthode à suivre est évidente, d’après ce qui précède : nous 
considérons l’ensemble des quadriques orthogonales contenant I’; 
elles sont o'; nous en prenons deux, Q,, Q,, et nous leur 
appliquons la méthode du n° 3 pour obtenir la réduction A’; la 
substitution de A à A’ exige deux conditions et nous allons montrer 
que ces deux conditions déterminent effectivement Q,, Q. : ona deux 
équations à deux inconnues, ayant un nombre fini de solutions. 
Si m,, mz, m, sont les traces de T sur le plan de l'infini, il y aura à 
réserver le cas où les droites m,m, et m,m, sont tangentes au cercle de 
l'infini, et celui, encore plus spécial, où, de plus, m, et m, sont les points 
de contact. 

Done, I étant la cubique générale, toutes les quadriques contenant F 
ont une équation de la forme «Q + 8Q’+ 7Q"— o et la condition pour 


_que cette quadrique soit orthogonale est une relation o(a, By) =o, 


homogéne, algébrique de degré 3, qui représente, dans un plan auxi- 
liaire, une cubique plane C,; choisissons au hasard deux points u,, Ua 
sur C,; nous en déduisons Q,, Qu, et les considérations employées 
au paragraphe 3 s’appliquent sans modification à la biquadratique 
(Q,, Q.), formée cette fois de et d’une sécante double de F; nous 
obtenons deux relations indépendantes, en exprimant que la pro- 
priété A’ est remplacée par la propriété A; nous obtenons un nombre 
fini de générations; ël suffit d'établir ce résultat pour un exemple par- 
ticulier pour avoir la certitude que ce résultat est vrai dans le cas général. 
La cubique C;, p(«, B, y)—0, esten général non unicursale. Ainsi 
la cubique F 
(1) | EN yas At, se Dit 


conduit au réseau de quadriques 


ga(Aut— y) +28(Bar — As) + ay(By?— Aus) =v. 


‘ 
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Nous formons aisément 9(«, 3, y), à savoir 


A1 AtBaty + (A5— AB?) ay?+ (Bi — AtB)y'+ 6B*(Aa+ By) =o. 


x 


Pour A =1, on en déduit — 


5 ae ee B?y?-=- y7) (By — à) 
(2) B= ME HE ee 


et cette relation n’est unicursale que si B? est égal à un. Mais mème 
avec A = B=1, les calculs indiqués par notre méthode sont pénibles. 
Un exemple plus simple s’obtient avec la cubique 


(3) 


Le réseau de quadriques est alors 


2a(ys—1)+ 2B(as—y) + y(y?— x) — 0. 


On voit que y =o donne un faisceau de paraboloides équilatères, de 
sorte que C, se décompose en la droite yo et une conique C, : puisque 
nous devons prendre trois points en ligne droite sur C,, ou tout au 
moins deux de ces trois points, on prendra un point sur la droite y=o 
et un point sur C;, le choix du point sur y =o plutôt que sur C, étant 
pratiquement avantageux parce que les couples focaux s’obtiennent 
plus aisément sur un paraboloide équilatère que sur une quadrique 
quelconque (on voit aisément que trois points tous les trois sur 
la droite yo ne conduisent à rien). La conique C, a ici pour 
équation 


(4) y?+ 4a?— 48 — 0, 


mais, même avec ce résultat simple, les calculs ultérieurs restent 
pénibles. 

Or, la décomposition de C;, dans l'exemple précédent, tient mani- 
festement à ce que la cubique I’ possède deux directions asympto- 
tiques rectangulaires ; si les directions asymptotiques forment un trièdre 
trirectangle, la cubique C, se décompose en trois droites donnant cha- 
cune un faisceau de paraboloides équilatères dont l’un des plans 
directeurs est fixe, parallèle à deux directions asymptotiques de I’, 


PORN TENTE 


RAPPORTS DES DISTANCES A TROIS DROITES FIXES. 367 


tandis que l’autre plan directeur pivote autour de la troisième direc- 
tion asymptotique. Nous allons donc continuer avec cet exemple, qui 
est le plus simple possible. Nous écrivons les équations 


A(X — 2X) si bn = es cr) 


(5) Een) L 0e 
1 J > 

et nous nous bornerons même à l’exemple purement numérique 

(6) Migs See NE Le 
a als & 

Trois paraboloides définissant le réseau de quadriques sont, par 


exemple, 


= 


ys—3j7+ 250, 2sr—3r+5s=0, IP 2 ET = 0, 
et nous considérons les quadriques Q,, Q; 
(07 s(y +2hxr)—3hxr —37+(2+4)5—0. 
(Q,) vist pr) — opr (p—3)y+22=0 


Nous mettons la première équation sous la forme XY + CZ=o0, où 


X, Y, Z sont les formes normales de trois plans deux a deux rectangu- 
laires : il suffit d’écrire 


O,= (2+ A)Cy +227 +B) 


— (34+ 2NA) 9 (3 + 
—=8A—2AK 3H, 2 +} B—v: 


N}r+(2+AÀ—B)s —AI 


1 2 À. 
On a ainsi 
— (62? is : "Loir + B 
Ac (6 +8), B=} 2. Ve = Nu A 
1 A NCTE 
(lez ier any (222 + 1)(À + 2) 


Ay I+ Ge 
Q—= (1 + hi?) NV 22 3) 0. 


Comme l'équation XY + CZ—o équivaut a 


(Neosa + Ysina)?+ (24+ p= (Xensx— ¥ sinx)*+ (Z— pr) 


—Ceoszsinz, on voit que l'on peut prendre 


pourvu que l’on ait p 


2u% 
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comme directrice D,, avec l’arbitraire a, 


‘+ 9hz7-+B : 
PTT costs A) sina ol 


(D.) S'en , 
AVi+ Gh? 1+ 4) 
Un calcul tout semblable avec Q, donne à 


Q= (7 + A,)(: + px + B,;) 
—(ap+A,p)r+(p—3—B,)7+(2—A,)s—A,B,=0, 


— pe : À s+ux+B 
RS UN HD PAS A, CV 


1+ p? Vite 
(Oe resets (e138) — pt) 
2UV1+ we 
Q,= X,Y, <1 eg eee 
Fp 


On peut prendre pour directrice D, 


s+pr+B 


yin \,) cos6 + * sinS — 0, 

a UE 

(5,) ARR et 
ae 4p cos6 sinf =o, 


2U\1+ pe bre À 


En exprimant que D; et D, coincident, on a quatre équations pour 
déterminer les inconnues A, 1, «, 8; nous commençons par exprimer 
que D, et D, sont parallèles, de sorte que les droites 


(d.) (> + or) cosa +s) 1+ 4h? sinx — 0, r—a2hy =o, 


(d,) ycoshy/1+ p?+(s+ pr) sinB =o, Eyes a, 


coincident. En remplaçant a, y, = par 2Au, 4, 2X, on obtient 


COsX sing I 

QO LE ELS 
a > À. HIHI Nu+ tu + 17 
: cosh _—sinf _ I | 


aya wt) DB UT Vas Ga 


TR TON Olea 
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On a ainsi pour D, et D, les équations nouvelles 


(y + 22+ Bal —p(i+/4À)(s + A)=0, 
(D,) 62° 
ha— 2h? 2)? d me Sites roses 
ui Re rit Ghee or antuee aie oe 
(y + Ay)2A(1-+ p?) —p(s+pa+B,)=0, 
(D.) ae 2 16Àp° 
CRE SPA ESR PO ARE RE un ni 


En tirant y de la seconde équation D,, z de la seconde D,, et por- 
tant ces valeurs dans les deux premières équations D, ou D,, le terme 
en æ disparaît comme vérification des calculs précédents et il reste les 
deux relations 


(10) GE tally egh anh oond 
À UE AN + ARR 
LE) SO) EE PAC poe lines jar 
al a Tt GRE AR BP (1+ A) 
+ 2(A+ 2) + (60? + 3) = 0, 
(2241) +0) 6p 3 
2 x CRE re EN FT LA DS a 
‘Cp = 3) —p?) itis wae | fee. it yon see ae 
Fi 2 Tuer + AG) p(y — 8) 


En formant les résultats que j’indique schématiquement 


Go) (rt eyo) et Gn) {14 MI + (00), 


on trouve les équations très simples 
(10) [3(u2+ Gi?) + (4H 1)p?|(a+ p?) = 9, 
(ri) [u? + A+ (+ p?) | 4) =o. 


On doit rejeter les facteurs 1 + y= 0, 1H An = o et il reste un sys- 
tème, qui, en tirant uv? de la seconde, tandis que, dans la première, 
on remplace v.’ par p.. ¥. livre en dernière analyse 
3A(4}?— 1) 
fs} Y= TE DGr +) . 
(+4) GMa + (1242 — 3} (+1) = 0. 


L'équation résolvante en À est de degré 7 : done, quelle que soit la 
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cubique gauche V (supposée telle que les traces m,, my, m, sur le plan de 
l'infini ne forment pas un triangle dont deux côtés soient tangents à 
l'ombilicale), on trouve au moins sept générations par un système de 
trois directrices associées ; à ce point de vue, le calcul qui précède nous 
a fixé sur le premier point : iJ existe un nombre fini de générations et 
non pas un nombre infini; quant au second point : nombre exact de 
modes de générations, nous ne pouvons que donner sept comme 
minimum, car le calcul fait intervenir une cubique plane auxiliaire C:, 
o(x, 8, y)—0, et chaque fois que cette cubique aquiert un point 
double, il peut se faire qu’un certain nombre de solutions deviennent 
illusoires. 

Il y a lieu aussi de répondre a une autre objection : ne pourrait-il 
arriver que la génération par trois directrices se fasse par trois para- 
boloides du système Q,, obtenues pour des valeurs A,, A, À; du para- 
mètre A? Or la projection horizontale de D, est parallèle à la droite 
æ—2}7—o, de sorte que deux paraboloides de ce système ne peuvent 
donner la même directrice; donc nous sommes sûrs de ne rien avoir 
oublié. (Nous avions déjà signalé, par une autre voie, ce cas singulier 
d'un faisceau de paraboloides équilatères ayant un plan directeur 
commun.) 


6. Cubiques gauches possédant + ' générations. — Ce qui précède 
montre que le problème étudié ici pour une cubique F revient à lui 
associer une sécante double A telle que le système (I, A) constitue une 
biquadratique, dégénérée il est vrai, admettant un nombre fini ou 
infini de générations. Avec les cubiques qui ne rentrent pas dans le 
cas réservé, il est clair qu'une sécante double déterminée ne peut 
donner que zéro ou un mode de génération; nous avons vu que, 
pour le cas général, il y a un nombre fini de sécantes doubles donnant 
chacune un mode. Mais la méthode que nous avons suivie n'exclut pas 
le cas où, moyennant certaines conditions géométriques, on pourrait 
trouver x ' cordes (et méme x°) de la cubique, fournissant chacune un 
mode de génération : je rappelle en effet que notre méthode consiste à 
écrire quatre équations 
AUS ES 9(a. Bi. 1) = 0. 


Alan, Ya tis Br hot (Slo Bora Bi] = 0 


(1) 


ty ag 
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dont Jes deux premières expriment que les points (a, {, y) et 
(1, 31, y,) sont chacun sur la cubique plane C, auxiliaire et dont les 
deux dernières expriment que la cubique [' réunie à la sécante double 
admet un mode de génération; nous avons montré, par un exemple 
particulier, que les quatre équations ne sont pas systématiquement 
incompatibles, ne sont pas systématiquement indéterminées. Or nous 
allons précisément indiquer certaines relations entre les coefficients 
des équations (1), c'est-à-dire entre les paramètres dont dépend la 
cubique IT’, assurant 2' solutions (ou x); ces conditions ne font inter- 
venir que les points à l'infini de T : les points à l'infini m,, m,, m, sont 
tels que m,m, et m, m, sont tangentes au cercle de l'infini. Mais rien ne 
prouve qu’il n’existe pas certaines relations différentes (n’obligeant 
pas m,m,, m,m, à être tangentes au cercle de l'infini) assurant soit 
l’incompatibilité, soit l’indétermination du système (1); la difficulté 
de former ce système dans le cas général nous a empêché d’élucider 
ce point : c’est la seule lacune qui existe dans ce travail et l’honnéteté 
scientifique exige que le lecteur soit prévenu (mais il y a peu de chance 
pour que cette éventualité soit réalisée; vozr la note 3). 

Supposons que les droites mm, 7,1, du plan de l’infini soient 
tangentes au cercle de l’infini, 7, nim, n'étant points de contact. Le 
cylindre qui a I’ pour directrice et ses génératrices parallèles à la 
direction infinie m, est donc de révolution, car m,m,, mm; sont les 
traces à l'infini de ce cylindre du second degré. D'autre part, si l’on 
imagine une quadrique orthogonale Q contenant I, la section gq de Q 
par le plan de l'infini doit, d'après les propriétés des quadrilatères de 
Poncelet, contenir le nouveau point m, où se coupent les tangentes au 
cercle de l'infini issues, l’une de m, (autre que m,m,), autre de m, 
(autre que m,m,); donc les x! quadriques orthogonales trouvées ict 
forment un faisceau, la biquadratique de base étant formée de V et de 
la sécante double A fixe issue de m,). Or une telle biquadratique admet 
une infinité simple de générations à trois directrices. D'autre part le 
cylindre de révolution que nous avons signalé n'appartient pas au fais- 
ceau en jeu, car le point m, n'est NU Sur: MM, NU sur Mm,M; 5 les direc- 
tions infinies m,, M, sont évidemment symétriques par rapport au plan 
parallèle à m, et ms. Si nous considérons le cylindre de révolution qui 
porte notre cubique actuelle et une section plane par un plan parallèle 


LA] 
43 


Ann, Ke. Norm., (3), LUI. — Fasc, 4. 
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à ms, M, le grand axe de|cette ellipse donne la direction commune 
d’axe de Hachette des quadriques du faisceau orthogonal découvert. Les 
deux paraboloides de révolution contenant (T,A) ont leurs plans 
directeurs définis, pour l’un par leurs traces m,m, et m:m,, pour 
l’autre par leurs traces m,m, et m,m, : ces deux paraboloides sont 
imaginaires conjugués l’un de l’autre; le paraboloide équilatère est 
réel, il a un plan directeur de trace m,m,, l’autre de trace m,m,. 
La cubique T dépend de dix paramètres, dont six de déplacement et 
un d’homothétie; en ne gardant que les trois paramètres supplémen- 
taires, on peut prendre pour équations paramétriques de T’ 

1 — 6? 20 


(2) FESITATIR" DPSKRLE oF z = a + bx + cy. 


Or, les méthodes classiques montrent que la courbe cubique égale- 
ment (x, y, a9) conduit au réseau de quadriques 


A[za+yt—1]+op(ys+a(r—-1)]+o2v{5(x +1) —ay|—=o. 
Ici nous aurons donc le réseau 


(3) Al a?t+ y?—1] + 2pLy(s— ba —cy)+a(a—1)] 
+ av[(s— br—cy)(a+1)—ay]=o0. 


Il est bon de remarquer que la cubique plane auxiliaire C, se décom- 
pose en trois droites; en effet l'ensemble des termes du second degré 
de l'équation (3) est 

Matt y*) + a(hy + væ)(s — ba — cy), 


de sorte que, si u.°-++ v? = 0, l’une ou l’autre des expressions a + ty 
ou æ — ty est en facteur : cela donne une quadrique orthogonale dégé- 
nérée (les quadrilatéres de Poncelet ont deux côtés consécutifs fixes, 
d’ailleurs confondus avec une méme tangente fixe du cercle de l'infini); 
la partie utile de C, est donc la droite complémentaire, correspondant 
au faisceau que nous avons signalé; on obtient aisément la relation 
en À, 4, v, en exprimant que le cone asymptote contient la symétrique 
de Oz relativement au plan 3 — bx — cy = 0; cette droite a pour para- 
mètres directeurs (2b, 2c, b+ c?— 1) et l’on trouve 


2A(b? + ne.) — (UE + vh)(b+ (+1) = 0. 


Nous reviendrons un peu plus loin sur l'étude de ce paragraphe. 
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7. Gubiques admettant æ° générations. — C'est le cas, dégénéres- 
cence du précédent, où les droites m,m,, m,m;, tangentes au cercle 
de l'infini, touchent ce cercle en m,, m,. La cubique gauche est dite 
horopter. Elle a deux directions infinies isotropes et une troisième, réelle, 
orthogonale aux précédentes. 1] suffit de faire 6 = c =o dans les équa- 
tions du paragraphe précédent; la cubique dépend de huit paramètres, 
dont un seul est paramètre de forme. Nous avons ainsi la cubique 

1 — 6? 20 


I at = = 
(1) LE? y ee EF), 


puis le réseau de quadriques, toutes orthogonales, 


(2) ÀA(rt+ 9? — 1) + ap[ys +a(x—1)]+ov[s(x +1) — ay]=0. 


Ici le point 7, coincide précisément avec m, qui est à l'infini sur Oz; 
nous savons, d’après l’étude faite sur les biquadratiques, que nous 
devons compléter I par une sécante parallèle à Oz, choisie de sorte 
que la biquadratique ainsi formée soit tracée sur un paraboloïde équi- 
latère dont un plan directeur est = = 0, l’axe de ce paraboloide rencon- 
trant à angle droit l’axe des =. Pour que z = o soit en facteur dans les 


termes du second degré, .il faut que À soit nul; l’axe du paraboloide 


équilatère est alors défini par : — 0, py + v(æ+1)=0o :ilne ren- 
contre celui du cylindre que si » est nul; donc c’est le paraboloide 
yz+a(x—1)=o quicontient la génératrice du cylindre (y=0, x =1), 
diamétralement opposée à l’asymptote : c'est la sécante double À à 
prendre. L’axe des x est alors l'axe de Hachette commun aux qua- 
driques du faisceau 


(3) Mat+j2—1) + 2plys + a(r—1)]|=0 


et nous avons les &? générations annoncées à quatre directrices. 


8. Intersection de la biquadratique (dégénérée ou non) avec les 
plans isotropes issus des directrices. — Nous allons maintenant 
signaler des résultats de forme géométrique élégante, dus presque tous 
à M. Rowe. Si nous coupons l’une des biquadratiques @ de ce travail 
par l’un des deux plans isotropes p, issus de la directrice D,, M étant 
l’un des points où p, coupe (a, la distance de M à D, est nulle : donc M 
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est aussi à une distance nulle des autres directrices associées à D,, de sorte 
que chaque plan (M, D,), (M, D,) est aussi isotrope. [Et s’il existe une 
quatrième directrice associée D,, le plan (M, D,).est aussi isotrope ]. 
On a ainsi trois couples de deux plans (p,, p.) issus de D,, (915 92) 
de D, et (7,, 7) de D,; en associant trois plans (dont un dans chaque 
couple), nous obtenons un système de huit points situés sur 03; récipro- 
quement toute biquadratique à passant par ces huit points donne une 
valeur constante aux rapports XX': YY':ZZ', en appelant X, X’, ... les 
premiers membres des équations des plans p,, Po, ...; Car, pour une 
telle biquadratique on peut exprimer au moyen d’un argument ellip- 
tique les coordonnées d’un point courant; le rapport XX’: YY’ est 
alors une fonction elliptique qui ne prend ni la valeur : séro ni la 
valeur : /’infini; il est donc égal à une constante. Nous avions déjà 
signalé ce fait par une autre voie. Adoptons les notations suivantes 
pour les plans en jeu et leurs points communs | 
RUD Gar la) A'( pa, Tri) pila, BFC’, D) D 
B( pas qi ra) BaP es 1s) Pa( À”, BL GYD" 
Class Ia) Fl ds la Fe A Ve: PR Ut os RAT | D. 
DUP; Gis. Pa) D"( pa. Jas a) MO De VE TU 
r,(A‘, BY, C.D) a 
FAA BC! DY fe" 


Avec le paramètre elliptique, dont nous avons parlé, et que l’on 
peut choisir de facon que quatre points d’un même plan donnent une 
somme nulle pour leurs arguments (la valeur du paramètre relatif à 
chaque point n'étant déterminée qu’à une période près) on voit aisé- 
ment que l’on a 


a+b+e+d at+b-+-ctd 

dE A — ———————_; Bea he ey 
2 2 

; a bic Ed | ase Das ed 

CC — ; AO S —  E 
2 5 


en exprimant simplement que les huit points sont dans six plans; il reste 
ensuite à exprimer que ces six plans sont isotropes (ce qui fait bien: 
SIX equations pour quatre inconnues et exige, en général, deux con- 
ditions effectives de possibilité). Si nous négligeons les conditions 
concernant le contact des six plans avec l’ombilicale, rl est intéressant 
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de signaler ce qui arrige quand les points À, B, C, D sont eux-mémes dans 
un plan : cette condition entraine que A’, B', C’, D’ soient eux-mêmes 
dans un mème plan, puis, que la somme a + b + c + d soit congruente 
à l’une des valeurs 0, w, w’, w + w' où 2 et 2w’ sont deux périodes 
distinctes de la fonction elliptique introduite; la valeur zéro ne donne 
rien d’intéressant; nous pouvons prendre w, w’ où w+.’ et cela 
prouve que les quatre points A, B, C, D étant choisis au hasard dans 
un même plan, [involution biaxiale, qui a pour axes conjugués deux 
arétes opposées du tétraèdre formé par les quatre cônes contenant la 
biquadratique, remplace A, B, C, D par A’, B', C’, D! respectivement. 

Quand nous avons réalisé une génération à trois directrices, D, est 
l'intersection des plans (p,, p»), D, de (qi, 42), Ds de (71, 72); pour 
avoir une génération à quatre directrices, il faut encore que A, B, C, D 
soient dans un plan (isotrope) et A’B/C’D’ aussi; la courbe étudiée 
admet alors un axe de symétrie, comme nous l’avons vu, axe de 
Hachette commun aux quadriques du faisceau. 

S'il y a æ' générations, chaque droite telle que D, fournit deux 
plans isotropes et l’enveloppe de ces plans isotropes est une dévelop- 
pable isotrope A dont la classe est égale au double de la classe ou 
degré de la surface réglée R lieu de D, diminué du nombre de généra- 
trices de R-tangentes au cercle de l'infini. D'ailleurs la classe est 
nécessairement un entier multiple de trois, car, par chaque point de 
la courbe passent trois plans isotropes contenant les trois directrices 
d’un mème mode. 

Ce qui précède est intéressant à envisager quand il s’agit d’une 
eubique : nous avons pris trois droites D,, D,, D, arbitraires, mené 
par D, les deux plans isotropes (P1s pe), de même par D, les deux 
plans (g:, q») et par D; les deux plans (7, 7); nous avons déterminé 
les points communs à trois plans (dont un de chaque couple) et pris 
les notations du tableau déjà écrit; en supprimant les deux points D 
et D’, les six points restants déterminent une cubique T admettant D,, Ds, 
D, pour directrices, circonscrite à un hexagone gauche AB'CA'BC' tel 
que les plans de trois sommets consécutifs, Gx, 11, Pos rs l'as Pr Sovent 
isotropes et, réciproquement, si un tel hexagone est connu, les peus 
opposés (P:5 P2) (Qi da)» ihe r,) donnent fus directrices. Si les 
plans ABC, A'B'C' des sommets alternés de l'hexagone sont eux- 
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mêmes isotropes, on a quatre directrices. Les réciproques sont vraies. 

De la on déduit immédiatement que la cubique horopter a o* géné- 
rations à quatre droites; car les deux points imaginaires à l'infini m., 
m, déjà envisagés et le point réel m, peuvent être obtenus par les 
valeurs ¢, — 1, æ d’un paramètre unicursal convenablement choisi 
sur la cubique I’; en appelant «, 6, y les paramètres de trois points A, 
B, C de F, la condition nécessaire et suffisante pour que le plan ABC 
soit isotrope est une relation entière en «, B, y de degré 2 par rapport 
à chacune de ces quantités et de plus symétrique; pour «a — +1, 
B—%, cette relation est satisfaite identiquement; on en déduit que 
la relation est nécessairement de la forme 


(1+ a) (1+ B*) (1+ 77) =A, 


où k est une constante. Mais alors si A’, B’, C’ sont les points de para- 
mètre — a, — 8, —y, les huit plans 


Pi(AB'C'), p.(A'BC);, g,(A’BC’), g:(AB'C); 
r(A/B'C), r(ABC'); s, (ABC), s,(A/B/C’), 


sont tous isotropes et les droites (p, ps), (giq2), (rir2), (51, $2) sont 
quatre directrices associées; « et $ étant arbitraires, on a æ? généra- 
tions. On voit combien la méthode est rapide pour démontrer que le 
fait d’être « horopter » pour une cubique suffit pour obtenir æ° géné- 
rations ; mais la méthode ne donne pas l’indication que la circonstance 
en jeu est nécessatre. 

Passons maintenant aux cubiques qui ont æ ' générations : quand D,, 
D,, D;, directrices associées, varient, les plans p,, qo, 7 que nous 
avons considérés se recoupent en A sur la cubique I et le point A 
décrit toute la cubique quand le système D,D,D, varie; done D, 
engendrant une surface réglée R de degré ou classe inconnue À ayant 
» génératrices tangentes à l’ombilicale, le plan p, enveloppe une déve- 
loppable A isotrope de classe 2A — y circonserite à R et à l’ombilicale : 
le nombre 24 — yest multiple de 3, puisque par chaque point A del, 
les plans tangents à A vont par systèmes de trois plans associés. Si 
l'on considère le point A, les trois plans ABC’, AB/C, ABC’ ne jouent 
pas le mème rôle par rapport à A : les côtés de l'hexagone AB/CA’BC! 
engendrent en effet une surface réglée algébrique R, dont I est ligne 
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multiple d'ordre 2h, si h est le nombre d’hexagones dont un sommet 
est en A; AB’C’ est un plan donnant deux génératrices de R, issues 
de A, tandis que AB’C est un autre plan bitangent de R, donnant deux 
génératrices se croisant en B’ et non en A. La relation entre les para- 
mètres ¢ et 4’ de A et B’ est algébrique, de degré 2h en t et ¢’ séparé- 
ment et symétrique : si l’on pose t+ d=5s, td’ =p, on a une relation 
algébrique entière de degré 2h par rapport à p et s dans leur ensemble; 
mais u n’est pas impossible que cette relation se décompose et M. Rowe a 
précisément envisagé le cas où la relation admet le facteur 


(1) A p°+ 2B ps + Cs?+ 2 Dp + 2Es + F—o. 
P I P 
Cette relation est facile à interpréter, si, sans changer la cubique I 
étudiée, nous la rapportons au tétraédre pour lequel on a 
Kf, Ses LT Lu 
la sécante qui joint les points 4, # a pour coordonnées plücké- 
en P P P 
riennes (a, b, c, J, m, n) dans ce tétraédre 
(2) Ling Sp 08" Pye Pia - PS; Py 
de sorte que l’équation (1) peut s’écrire 
BAT Al—oBm+C(c+n)+2Dn+2Eb+Fa—o. 
La droite AB’ appartient donc au complexe linéaire de coefficients 
(dans le tétraèdre auxiliaire) 
(3) Ay BC mDral;eals 26 
et il en est de même de la droite AC’, de sorte que le plan AB’C’ est le 
plan polaire de A : a corrélation obtenue par l'intermédiaire du com- 
plexe linéaire (3) remplace donc la cubique TY par une développable A, 
circonscrite au cercle de l'infini : au point A correspond le plan C'AB 
et A, est une fraction de la développable A du cas général. Or, au cercle 
de l'infini correspond, par dualité relativement à un complexe 
(Ay, B,, Ci, L,, M,, N,), 


le cylindre de révolution 
(4y (LG + 2 B;)? + (M,—3A,-44 aC,)?+(N,— B,+ 7A, P?=0, 


de sorte qu’a la développable A, circonscrite au cercle de l’infint 
correspond la cubique V tracée sur le cylindre (4). L'hypothèse de 
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M. Rowe ne peut donc se réaliser que pour les cubiques déja ren- 
contrées par une autre voie, tracées sur un cylindre de révolution; or 
de la relation (1) qui lie ¢ et t’, on déduit entré les paramètres #’, 
t’ de B’ et C’ une relation encore symétrique env’, t’ et du second degré 
par rapport à ¢’ ou à ’ séparément : donc B’C’ est une corde qui 
appartient à un nouveau complexe linéaire qui est spécial, car le 
plan A'B/C' contient trois droites non concourantes, appartenant à ce 
complexe (il en est de même pour ABC); nous n’avons done qu'à 
caleuler les coefficients de ce nouveau complexe, à exprimer qu'il est 
spécial et le résultat donne la condition de fermeture de l’hexagone 
gauche AB'CA'BC' dont les sommets sont sur V', les plans de trois côtés 
consécutifs étant isotropes et correspondant par dualité au point de T 
commun aux deux côtés situés dans ce plan. 
Nous supposons donc qu'il s’agit de la cubique I 


1— € at 
(5) LD = ES mors er, s=at+bx+cry. 
mt 4 En He ÿ 


Comme elle est tracée sur le cylindre æ*+ y*—1, en confrontant 
avec l’équation (4), nous prendrons le complexe linéaire défini par 


A,=B,=L,=M,=0; C,=1, N,—i: 


le plan polaire du point ¢ est donc le plan 


: 1— @ at 
(6) — atl a — +6 (s ma :) 


ag 1— ¢ act 
+ i+ 6)] 5 at—b = — ; =i = © 
é LE eo LE & 


Un calcul simple fournit les valeurs /’, ¢’ correspondant aux nouveaux 
points d’intersection de ce plan avecT’: ce sont les racines de l’équa- 
tion du second degré en “ ou ¢’ 
” ) a(1+ @) (1-2) — at — ait — 2b(t' +t)—ac(tt 1) = 0, 
baie A) (t+ 0%) als ths — 2b(t"+- t)— 2c(tt"—1)=0. 
L’élimination de ¢ entre ces deux équations conduit à l’équation 
a(i+et) —bt’+e-i 
ARE) — Dei 


ai+t?) (c+i)l +b 
a(i+ ee") (oi) +0 
(c+ t)0+6 a(r+ lt) —'abt Foc— ai 
(c+i)é "+0 alist ee") — 2b0"+ 2¢ — ai 


— 0, 


RS CN oe 
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qui se met sous la forme 


(8) 


a(i+¢t?) —bt'+c—i |? 
a(i+e"®) — sith pasa 
a(i+é?) (c+i)t +b 

a(i+é"®) (c+i)t" +0 | 


a(r+t#?) (e+7)t' +b |? 
a(1+t") (e+1)t"+b | 
(e+i)t+b bt'+%—c 
(c+ )t'+b bt"+i-—e 


== 0; 


Posant donc t’+ ¢’ =s, t'{"—p, nous obtenons, après suppression du 
facteur a(t’—?t’)?, la relation définitive 


(9) A p?+ 2B ps+ Cs?+ 2 Dp+ 2Es + F=0 
avec : | 
A=a[b?+(c+ci}], B = 2 ab, C=a[b+(c—i}], 
D——a[b+(c+i}]—(e+i)(b+c+r), 
E =— 2abi — b(b?+c+i), s 
F—a[b?+(e+i)?]+2(e+2) (BP +e+1). 


(10) 


Nous avons à écrire que le complexe dont les coefficients sont donnés 
par (3) est spécial, soit 


AF —4BE+C(C+2D)=0, 


et, ici, cela donne apres réductions, et remarquant que la constante a 
ne doit pas étre nulle, 


(11) (b?+ +1) (07+ c?+ ic)+ 2ai(b?+ c)— 0. 


On obtient ainsi une cubique I imaginaire; la développable A dont il 
a été question se décompose et comprend une développable A, de 
classe 3, qui est réciproque de I relativement au complexe linéaire 
indiqué. Si l’on écrit l'équation (11) sous la forme 


(b2+e)(b+ + IN Lilolbr CRT) + 2a(b?+ c)]—0, 


on voit que l’on ne peut réaliser simultanément la nullité du terme 
indépendant de z et du coefficient de # qu’en supposant 6 =c —0; on 
obtient alors une cubique I réelle si a est réel 


1—? at 


3 y= 


= = —— ) SS ae 
(12) cs aaa’ ap x 1 + 


Mais cette cubique est la cubique gauche horopter, qui admet 


l'A 


Ann Ec. Norm., (3), LIT. — Fasc. h, 19 


2/5 
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oo” générations à quatre directrices; il n’est pas moins intéressant de 
trouver, parmi les æ°? générations, o' particulières où les hexa- 
gones AB’CA’BC’ sont tels que les plans AB'C, BCA’, CA’B, A’BC, 
BC’A, C’ AB’ correspondent aux sommets B’, C, A’, B, C’, A par dualité 
relativement au complexe linéaire d’équation n+ vc =o et sont iso- 
tropes; les plans ABC, A’B’C’ sont aussi isotropes et pivotent autour 
d’une droite fixe (qui est la méme pour les deux plans); cette droite 
est donc nécessairement une tangente au cercle de l’infini; on constate 
aisément que c’est la droite à à l'infini du plan 3 — iy — 0; donc, étant 
donné le point A de TI, le plan Ao recoupe T'en B et C; A’, B’, C’ sont 
respectivement symétriques de A, B, C par rapport à l'axe Ox. Enrecom- 
mençant ensuite avec le complexe imaginaire conjugué n— ic — 0, 
on trouve une nouvelle série æ' analogue. Cet exemple sert de vérifi- 
cation précieuse à notre théorie. 

[J'indique rapidement la justification des résultats : les équa- 
tions (7) se réduisent ici à 
26(1+ ét) _ 2i(1+ tt’) | 


ARS F 
ee nh th ey Ly ae oa 
Elles donnent 

tn i 

(15) at'*t" 4 a(t?+ t) + ait't"+ a---2i=0. 


Or l'intersection du plan 3 —¢y + 2%=0 avec I conduit à l'équation 
a + (a—2t)t+A(1+l)=0, 
en exprimant que / et £” sont racines de cette équation ona 


a+(a—oi)l" 14-0? 
at+(a—oi)t" 14+" 


et la suppression du facteur ¢’/— ¢’ conduit précisément à (15).] 

Les générations trouvées ici pour la cubique horopter sont imagi- 
naires (et conjuguées deux à deux dans les deux séries indiquées); 
elles rentrent dans le cadre des générations à quatre directrices, l’une 
des directrices (droite commune aux plans ABC, A'B/C') étant rejetée 
à l'infini et tangente au cercle de l'infini. 
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‘Il est intéressant aussi de signaler que, pour ces cubiques (horopter 
ou non) que nous venons de signaler, les sommets opposes A et A’, B 
et B’, C et C! de chaque hexagone se correspondent involutivement. De 
méme les couples de plans (A'BC), (AB'C') se correspondent dans une 
involution entre les plans tangents de la développable A, de classe 3 
trouvée : d’ailleurs la droite AA’ et la directrice intersection de (A’BC) 
et (AB’C’) sont réciproques par rapport au complexe linéaire ; chacune 
engendre une quadrique; la quadrique Q ainsi trouvée pour lieu 
(partiel) des directrices admet pour développable, circonscrite simul- 
tanément à elle-même Q et au cercle de l'infini, une développable A, 
de classe 3, de sorte que Q admet une génératrice tangente au cercle 
de l'infini. Dans le cas de la cubique horopter, la quadrique lieu 
de AA’ est précisément le paraboloide équilatère 


s(x -+1)—-ay=o 


et la quadrique lieu des directrices spéciales est 


a(s+ty)—ayt=—o. 


9. Cas de décomposition. — Nous nous bornerons à quelques indi- 
cations rapides. 

Une biquadratique peut être décomposée en quatre droites formant 
un quadrilatère gauche; si les points à l'infini de ces droites sont 
répartis aux sommets d’un quadrilatère plan circonscrit au cercle de 
l'infini, il y ao systèmes de trois directrices. 

Nous avons étudié le cas d'une biquadratique décomposée en une 
cubique et une droite. 

Le cas de décomposi 
droites donne lieu à des remarques ana 
cercle et deux génératrices diamétralement opposé 
révolution déterminé par le cercle donnent æ? systèmes de quatre 
directrices. 

On peut se placer à un autre point de vue et considérer seulement 
une cubique (question déjà étudiée), trois droites dont l’une coupe les 


deux autres, une conique, une droite. | i 
Pour une conique C donnons le résultat curieux suivant; donnons- 


oe hg. 


tion en deux coniques ou une conique et deux 
logues. En particulier un 
es du cylindre de 
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nous une droite D, arbitraire, d’abord non située dans le plan de la 
conique; par D, nous menons deux plans isotropes dont les traces sur 
le plan de C sont deux droites (x, B), (y, 2), «, B, y, à étant des points 
de C; par chacune des deux sécantes (a), (72) on peut mener deux 
plans isotropes et prendre les droites d’intersection des plans de 
chaque couple avec les plans de l’autre couple; on obtient ainsi quatre 
droites D,, D’, D’, D” dont la première est celle qui nous avait servi 
de point de départ; ces quatre droites sont concourantes au point 
commun à «ÿ et yo. Les sécantes (ay), (62) donnent de même D,, 
D’, D’, D'et(«û), (By) donnent D,, D,, D’, D’ : tout le long de C les 
rapports des distances d'un point variable de C aux douze droites 
indiquées restent constants. D'ailleurs, si les quatre points a, B, y, à 
sont imaginaires (deux à deux conjugués), six de ces droites sont 
réelles. Si D, est dans le plan de la conique, la droite D, absorbe huit 
des droites indiquées; on peut supposer a et 8 confondus avec l’un 
des points communs à C et D,, la droite a étant la tangente à C en ce 
point; de même pour y et 5; on se borne donc à mener les plans iso- 
tropes par ces tangentes et l’on trouve quatre directrices à associer 
à D, et deux d’entre elles sont réelles si D, perce C en deux points 
imaginaires. Finalement nous voyons qu’une conique admet æ' sys- 
tèmes de douze directrices associées, les systèmes dégénérés étant 
ceux pour lesquels une directrice rencontre la conique en un point ou 
en deux points. 


10. Notes complémentaires. — a. Il est bon d'indiquer l'origine 
du mot horopter. Quand les deux yeux sont orientés d’une manière 
quelconque, un point arbitraire de l’espace est vu double; mais il y a 
toujours des points qui produisent une sensation simple et qui ne sont 
pas vus doubles; cela arrive si l’image du point tombe en deux élé- 
ments correspondants des deux rétines; le lieu des points de cette 
espèce est une cubique horopter. Si O et 0! sont les centres optiques 
des yeux, la correspondance entre les éléments des rétines donne 
lien à une correspondance entre les droites issues de O et O’, qui 
conserve les angles. On démontre sans peine que la cubique obtenue 
a effectivement deux directions infinies isotropes et une direction 
infinie réelle perpendiculaire aux précédentes. 
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C’est Helmholtz qui semble le premier avoir forgé ce mot « horopter » 
avec deux racines grecques (Handbuch der physiolog. Optik, 3 Aull., 
1910, Pp. 386). Dans le livre de Staude, Analytische Geometrie der 
Kubischen Kegelschnitte, la courbe est appelée Kubische Kreis. Il sem- 
blerait que le mot haplopter d’origine grecque aussi (#rhooc = simple) 
serait mieux approprié. 


b. Une biquadratique (dégénérée ou non, mais complète) tracée sur 
un cylindre de révolution C a zéro, æ', ou 2° générations, mais jamais 
une seule. | 

En effet, pour n’avoir qu’une génération, il faudrait qu'en dehors 
du cylindre de révolution C, il n’y ait que deux quadriques orthogo- 
nales passant par la courbe, soient Q, et Q. 

Sur les trois directrices supposées existantes, D,, D,, D, la direc- 
trice D, est une droite focale commune à C et Q, (C jouant le rôle 
de Q,), mais alors l’axe de Hachette de Q, est perpendiculaire à D,, 
laquelle est parallèle aux génératrices de C; mais alors D, est aussi une 
direction de Hachette de C, et toutes les quadriques du faisceau (G, Q) 
ont une direction de Hachette commune, sont toutes orthogonales : 
nous sommes dans le cas de æ' ou oo” générations. 


c. Cubique gauche réduite à trois droites (dont Pune est sécante aux 
deux autres). — La droite A étant supposée rencontrer les deux 
droites A’, A”, le système A, A’, A” peut étre considéré comme une 
cubique gauche particuliere, car l’adjonction d'une droite A, s’ap- 
puyant sur A’, A” donne un quadrilatére gauche définissant un faisceau 
de quadriques. Appelons (A, A”) la direction normale au plan de A, 
A"; supposons cette direction distincte de celle de A’, de sorte qu il existe 
un plan P’, et un seul, issu de A’ parallelement à (A, A") ou, si l'on 
préfère, perpendiculaire au plan A, À”; construisons de mème le 
plan.P”, analogue, obtenu en renversant les rôles de A’ et A”, en sup- 
posant A" non perpendiculaire au plan A, A’. Les plans P', P” ne sont 
pas paralléles et se coupent suivant une droite A, sécante commune 
de A’ et A”; les deux plans : 4’, A, d’une part, A, A” de l’autre sont 
rectangulaires, de sorte que la quadrique dégénérée Q,, qu'ils forment, 
admet oo? couples de deux droites associées dont ces plans sont les 
bissectrices; on choisit l’une de ces deux droites, arbitrairement, per- 
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pendiculaire a la droite d’intersection des deux plans; de même pour 
les deux plans A", A, et A, A’; donc, nous prenons la perpendiculaire 
commune 6 aux diagonales du quadrilatere gauche A, A’, Ai, A"; puis 
sa symétrique à relativement au plan A, A’ et sa symétrique ©” relative- 
ment au plan A, A"; l’ensemble A, A’, A,, A” est le lieu des points équi- 
distants simultanément de à, 6’, 6". Réciproquement, tout système de 
trois droites à, 6', à’ dont la première rencontre les deux autres définit un 
quadrilatére gauche A, A’, A’, A” lieu des centres des sphères tangentes 
simultanément à à, ©, 6". 

Si A’ est pbrpendicSlajes au plan A, A’, on peut prendre un plan P’ 
quelconque issu de A’ et alors la cubique gauche dégénérée A, A’, A” 
peut de oo' façons être complétée en biquadratique ; cette cubique dégé- 

nérée admet ~' générations à trois directrices. La droite A, pivote 
autour d’un point fixe de A’. 

St les droites A, A’, A" sont parilléles aux arêtes d'un triédre trirec- 
tangle, A rencontrant A’ et A", cette fois les plans P’, P” peuvent être 
pris arbitrairement autour de A’ ou A”, ou, ce qui revient au mème A, 
peut étre choisie arbitrairement parmi les sécantes communes de A’ 
et A”; la cubique dégénérée admet x° générations à trois directrices. 

Nous avons ainsi obtenu une cubique particulière (dégénérée, il est 
vrai) pouvant étre complétée par æ' ou même æ*? sécantes doubles de 
façon à obtenir à chaque fois une biquadratique possédant trois direc- 
trices : c’est la question soulevée au paragraphe 6; il y a peu de chances 
que la circonstance analogue puisse être obtenue avec une cubique 
non dégénérée. 


d. Quadrilatères gauches admettant un système de trois directrices. — 
Nous avons obtenu dans la Note précédente des échantillons de tels 
quadrilatères gauches : ce sont ceux que l’on obtient en construisant 
un tétraèdre dont les dièdres relatifs à l’une ou l'autre des deux arêtes 
opposées sont droits et supprimant ces deux arêtes. 

(A ce propos, la Note qui précède n’a pas indiqué s’il existe d'autres 
façons de compléter la cubique dégénérée A, A’, A” : elle donne des 
constructions suffisantes, sans avoir indiqué si ces constructions sont 
nécessaires. Nous avons indiqué au paragraphe 5 qu’une cubique 
gauche quelconque admet au moins sept façons d’être complétée il 
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peut arriver que, lorsque la cubique admet un point double, donc se 
décompose, une des solutions du cas général, ou plusieurs, dégé- 
nérent). 

Pour un quadrilatére gauche, il existe encore des quadriques ortho- 
gonales dans le faisceau qu'il détermine. Si deux de ces quadriques 
sont dégénérées chacune en deux plans rectangulaires, nous retom- 
bons sur le cas de la Note précédente; donc, que le nombre des qua- 
driques orthogonales soit fini (trois) ou infini, nous supposerons qu'il 
yen a au moins deux, Q, et Q;, qui ne sont pas réduites à deux plans; 
nous supposons que Q, et Q, ont une droite focale commune D, : alors 
les plans isotropes issus de D, sont tangents simultanément à Q, et O, : 
mais ici la développable tormée par les plans tangents communs dégé- 
nère en les quatre côtés du quadrilatère gauche (on voit pourquoi 
cette fois il est important que Q; ou Q, soient de véritables quadriques 
et non des couples de deux plans); supposons donc, en appelant G,, 
Go, G:, G, les côtés consécutifs du quadrilatère gauche, que les plans 
isotropes issus de D, contiennent deux côtés opposés G,, G; les points 
de contact des plans (D,G,, D,G,) avec Q, sont d’une part sur G, 
et G, et d’autre part sur D,, focale associée de D,, vis-à-vis de Q., de 
sorte que D, est l'intersection des plans isotropes menés par G, (autre 
que G,D,) et par G, (autre que G,D,); en s’adressant à Q,; au lieu 
de Q,, on obtient pour D., au: lieu de D,, exactement le méme 
résultat : donc D, et D, coincident, nous avons éliminé systématique- 
ment ce Cas. 

Il reste donc à examiner le cas où les deux plans isotropes issus 
de D, sont D, G, et D,G, : mais alors le plan G,G, est isotrope et con- 
tient les directrices D;, D, ; si donc on appelle X, X' les plans isotropes 
issus de D,, les plans isotropes issus de D, seront Yet Y’ et ceux, 
issus de D,, sont Yet Y’etl'on a à considérer la biquadratique 

TN D. 


2 DS 2 
my ms Me; 


Elle contient les deux droites X= Y= 0, X’=Y=o; il faut 
FORT: : 
Y° — * coupe suivant deux droites la qua- 
encore que le plan SE Pp 1 
eu AZ . . ; 
drique a Lae or quand on fait varier le rapport m, : m, pendant 
m° m3 
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que D, ni D, ne bougent, la quadrique considérée en dernier lieu 
décrit un faisceau linéaire (ponctuellement ou tangentiellement); 
prenons m, = 1, choisissons m, arbitrairement, il y a, pour une valeur 


unique de m,, une quadrique se — YY’ qui est tangente au plan 
y’ 1 

m3 

trois directrices D,, D,, D;, les deux directrices D,, D, étant dans un 

méme plan isotrope. Ces quadrilatéres sont imaginaires et, par suite, 

moins intéressants que ceux obtenus dans la Note précédente. 


donné Y'— —, et nous avons alors obtenu un quadrilatère gauche a 


e. Biquadratiques intersection de deux cylindres de révolution. — 
Les paramètres ¢; relatifs aux quatre directrices d’un même système 
(p. 352 et suiv.) sont liés par deux relations symétriques. Prenons 
par exemple le cas de deux cylindres confondus (p. 361); la rela- 
tion (45) ne fait intervenir que ¢,, ¢, t,; en écrivant cette même 
relation, où ¢, remplace ¢;, nous avons obtenu Et; —0o, mais alors 
l'identité 

lt — (by + by + 63) (ts + Gt +46) + (be + b)(44+4)(44+4)=0 


donne le droit de remplacer (t, + ¢;)(t;+t,)(t, +¢) par (—s;), 
où Ss est total, +0,t,t, + 0,t.t, + 2,t,t,; de même l'identité — 


@+6+04+664+664+4645(4+64+64+64)(4+64+6)—s. 


permet de remplacer (45) par s;+ 4s, — 8 —0o; avec s, —0, nous 
avons les deux relations symétriques annoncées. 


Jf. Nombre de générations d'une cubique gauche arbitraire. — Ce 
nombre, au moins égal à 7, est rattaché à l'étude d’une cubique 
plane auxiliaire C;, o(x, 8, y) —0 (p. 365). Quand C,; acquiert un 
point double, il est probable que k générations disparaissent (A entier 
positif ou nul). Le nombre exact pour une cubique gauche quelconque 
serait done 7 + 3h, c'est-à-dire 7, 10, 13, 16, ...; la valeur la plus 
probable me parait 16. 
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